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1. М о д ели ро вани е по след о вательно сти  случ айны х и спы тани й  [1] 
 
     По след о вательно сть незави си м ы х и спы тани й  
     П усть провод ится последовательность k незав исимы х  испы тани й, в  рез уль-
тате каж д ого и з  которы х  мож ет прои зойти  одно и з  д в у х  проти вополож ны х  со-
бы ти й А  и  AB =  с вероятностью         ( ) ( ) ( ).APgp1BP,pAP ==−== . 
    М од елирование послед овательности  испы таний осущ ествляется след у ю щ им 
образом. 
    П олучаю т послед овательность значений k21 r,...,r,r  базовой случайной вели -
чины  (БС В ) – величины , равномерно распределенной на интервале (0,1): 
ξ~ ( )1,0R . Е сли  k,...,2,1i,pri =< , то считаем, что в  i-том испы тани и  наступило 
собы тие А , если  pri > , то считаем, что в  i-том испы тани и  наступило собы тие 

AB = . 
     Эти  д опущ ения правомерны , т.к. если  ( )1,0~ Rξ , то ( ) ppP =<< ξ0 , т.е. 

( ) ( )APpP =<ξ . Т акж е справед ли во: ( ) ppP −=<< 11ξ , т.е. ( ) ( )APpP =>ξ . 
     Т еперь предполож им, что результатом каж д ого и з  k незав исимы х  испы таний 
мож ет бы ть появление одного и з  n несовместны х  собы тий nAAA ,,, 21 K , обра-
з у ю щ и х  полную  группу . Вероятность появления каж д ого и з  собы тий и з вестна 

( ) nipAP ii ,1, == , и  не меняется при  переход е от одного к д ру гому  (т.к. все А i 

несовместны  и  образ у ю т полную  группу , то ∑
=

=
n

i
ip

1
1). 

     М од елирование такой послед овательности  осущ ествляется след у ю щ им об-
разом. 
     Раз д елим отрезок [ ]1,0  на n участков  n∆∆∆ ,,, 21 K , д лины  которы х  соответ-
ственно равны  nppp ,,, 21 K . 
     П олучаем послед овательность значений nrrr ,,, 21 K случайной величины  

( )1,0~ Rξ . Е сли  mir ∆∈ , то считаем, что в  i-том испы тани и  наступило собы -
тие Аm. Это д опущ ение правомерно, т.к. ( ) ( )mm APP =∆∈ξ , 

( ) ( )mmmm APpот резкад л инаP ==∆=∆∈ξ . 
     При м ер. П усть провод ится последовательность незав исимы х  испы таний, в  
каж д ом и з  которы х  мож ет прои зойти  одно и з  трех  несовместны х  собы тий A1, 
А 2, А 3, образ у ю щ и х  полную  группу , ( ) ( ) ( ) 4,0,25,0,35,0 321 === APAPAP . 
     П ри  моделировани и  отрезок [ ]1,0  д елят на три  участка. Г енерирую т д в у х раз -
рядны е числа ri .Н апример, 15,01 =r  – это число попало на перв ы й участок, 
значит в  первом испы тани и  прои зойд ет А 1 , ,34,0r2 = следовательно, во втором 
испы тани и  тож е прои зойд ет А 1; ,71,0r3 =  значит в  третьем испы тани и  прои зой-
д ет А 3 и  т.д . 
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     По след о вательно сть зави си м ы х и спы тани й   
     П усть провод ится последовательность зав исимы х  испы таний, в  каж д ом и з  
которы х  мож ет прои зойти  собы тие А  или  не прои зойти  ( )AB = . 
     М од елирование осущ ествляется след у ю щ им образом: 
     1. П олучаем значение r1 случайной величины  ( )1,0~ Rξ . Е сли  ( )APr 11 < , 
гд е ( )AP1 – вероятность наступления собы тия А  в  первом испы тани и , то счита-
ем, что в  1-ом испы тани и  прои зошло собы тие А . Е сли  ( )APr 11 ≥ , то фиксирует-
ся непоявление собы тия  А  (т.е. собы тие В ). Д опустим, что в  первом испы тани и  
появилось собы тие A. 
     2. П олучаем след у ю щ ее значение r2. Е сли  ( )AAPr \22 < , гд е ( )AAP \2  – ус-
ловная вероятность появления во втором испы тани и  собы тия А  при  услов и и , 
что в  1-вом испы тани и  прои зошло собы тие А , то фиксируем появление во вто-
ром испы тани и  собы тия А , если  ( )A\APr 22 ≥ ,  то считаем, что во втором испы та-
нии  прои зошло AB = . Д опустим прои зошло В . 
     3. П олучаем след у ю щ ее значение r3. Е сли  ( )ABAPr \33 < – вероятность на-
ступления в  третьем испы тани и  собы тия А , при  услов и и  наступления в  первом 
– собы тия А  и  во втором – собы тия В , то считаем, что в  третьем испы тани и  поя-
в и лось собы тие А , в  проти вном случае В  и  т.д . 
     Этот алгоритм легко мож ет бы ть обобщ ен на случай не д в у х , а  k  собы тий. 
 
 

2.М о д ели ро вани е д и ск ретны х случ айны х вели ч и н  [1] 
 

2.1. Общ и й алго ри тм  м о д ели ро вани я 
 
     Е сли  случайная величина д искретная, то её моделирование (получение по-
следовательности  её значений) мож но свести  к мод елированию  незав исимы х  
испы таний. Д ействительно, пусть имеется ряд  распределения 
 

ξ x1 x2 …  xn 

P p1 p2 …  pn 

 
     О бозначим Ai собы тие, состоящ ее в  том, что случайная величина ξ примет 
значение хi. 
     Т огд а нах ож д ение значения, принятого случайной величиной в  результате 
испы тания, свод ится к определению  того, какое и з  собы тий nAAA ,,, 21 K поя-
в ится. Т .к. эти  собы тия несовместны , образ у ю т полную  группу  и  вероятность 
появления каж д ого и з  ни х  не меняется от испы тания к испы танию , то д ля мо-
д елирования значений ξ мож но использовать процед уру  мод елирования после-
д овательности  незав исимы х  испы таний. С ущ еств у ю т и  д ру гие специальны е ал-
горитмы . 
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2.2. М о д ели ро вани е случ айно й вели ч и ны   
с би но м и альны м  распред елени ем  

 
     Биномиальное распределение определяется соотношением 
 

( ) ( ) mnmm
nn ppCmP −−= 1 ,          m=0,1,2,… n,                           (2.2.1) 

 
гд е ( )mPn – вероятность того, что в  n испы таниях  случайное собы тие появится 
m раз , p - вероятность появления собы тия в  одном испы тани и .  
     В вед ем случайную  величину  ξ– число появлени й собы тий в  i-том испы та-
нии . О чев и д но, что эта величина мож ет принимать только д в а значения: 1 с ве-
роятностью  p и  0 с вероятностью  ( )p−1 . О пределение значения случайной ве-
личины  m - числа появлений собы тия в  n испы таниях , возмож но по след ую щ ей 
процед уре. 
     1. П олучаю т послед овательность значений nrrr ,,, 21 K  случайной величины  

( )1,0R . 
     2. Для каж д ого числа ri, ni ,,2,1 K= , проверяю т в ы полняется ли  неравенст-
во pri < . Е сли  неравенство в ы полняется, то полагаю т 1=iξ , в  проти вном слу -
чае считаю т 0=iξ ; 
     3. Н ах одят сумму  значений n случайны х  величин ξi (это и  бу д ет значение 
случайной величины  m). 
     П овторяя эту  процед уру , получаю т последовательность значений 

K,, 21 mm случайной величины  с биномиальны м законом распределения. 
     При м ер. Н айд ем последовательность значений случайной величины  m с би -
номиальны м законом распределения, если  3,0,7 == pn . 
     И з  таблицы  случайны х  чисел ( )1,0R  берутся 7 значений, например 

15,01 =r , 34,02 =r , 71,03 =r , 06,04 =r , 28,05 =r , 36,06 =r , 78,07 =r . Т ри  
числа не превосходят 3,0=p . След овательно, 3=m . П отом берутся ещ ё 7 слу -
чайны х  чисел ( )1,0R  и  вновь определяется, сколько и з  ни х  не превосх о-
д ит 3,0p = ; это д ает след у ю щ ее значение m и  т.д . 
 

2.3. М о д ели ро вани е случ айно й вели ч и ны , 
распред еленно й по  зак о ну Пуассо на 

 
     Распределение П уассона  

λλ −= e
m

P
m

m !
,          m=0,1,2,… n,                                     (2.3.1) 

гд е np=λ  – среднее число появления собы тия в  n испы таниях , использ у ю т в  
том случае, когд а число n незав исимы х  испы таний велико, и  вероятность p по-
явления собы тия в  каж д ом испы тани и  мала. 
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     О бы чно распределение П уассона вместо биномиального применяю т, 
если  n порядка нескольки х  д есятков -сотен, а 10<np . П рактически  обы чно за-
д ано λ, а не n и  p. Алгоритм моделирования след ую щ и й: 

     1. В ы бираю т n такое, чтобы  вероятность 
n

p λ
=  бы ла мала ( )01,0<p . 

     2. П олучаю т послед овательность значений nrrr ,,, 21 K случайной величины  
( )1,0R . 

     3. Для каж д ого числа niri ,,2,1, K= , проверяю т, в ы полняется ли  неравен-
ство pri < , если  это неравенство в ы полняется, то полагаю т 1=iξ , в  проти вном 
случае считаю т 0=iξ . 

     4. В ы числяю т ∑
=

n

i
i

1
ξ – это и  есть значение случайной величины , распределен-

ной по закону  П уассона. 
 
 

2.4. М о д ели ро вани е случ айно й вели ч и ны , 
распред еленно й по  гео м етри ч еск о м у зак о ну [2] 

 
     Рассмотрим алгоритм моделирования д искретной случайной величины  ξ , 
распределенной по геометрическому  закону : 
 

{ } ( ) { }




 ∈−==

.,0
....,2,1,0,1

сл уча епрот ивномв
xесл иxppxP ξ ,                          (2.4.1) 

 
гд е ( )1,0∈p  - зад анны й параметр распределения. 
     Распределение (2.4.1) часто встречается в  прилож ениях : ξ  описы вает число 
без успешны х  попы ток, предшеств у ю щ и х  первой успешной попы тке в  схеме 
незав исимы х  испы таний, при  услов и и , что вероятность успех а в  отд ельном ис-
пы тани и  равна p . 
     Рассмотрим д ва основны х  метод а мод елирования случайной величины  ξ.  
     П ерв ы й метод  заклю чается в  моделировани и  полной счетной системы  слу -
чайны х  собы тий: { } { } { } .,x,,, KK === ξξξ 10  
     Второй метод  основан на след у ю щ ем утверж д ени и . 
Е сли  ( )1,0R~α , т.е. α – БС В , то случайная величина  
 

( )[ ]p1lnln −= αξ ,                                                           (2.4.2) 
 

гд е [ ]z – целая часть z имеет распределение (2.4.1). 
      Ф ормула (2.4.2) определяет моделирую щ и й алгоритм второго метод а. 
 
 
 



 

 

8 
 

3. М о д ели ро вани е непреры вны х случ айны х вели ч и н  [2] 
 

3.1. М о д ели ро вани е непреры вно й  случ айно й вели ч и ны  
м ето д о м  о братно й ф унк ци и  

 
     Д ля мод елирования непреры вной случайной величины  ξ с фиксированной 
плотностью  распределения ( )xf0  метод ом обратной функци и  определим функ-
цию  распределения непреры вной случайной величины  ξ 

 

( ) ( )∫
∞−

=
x

dyyfxF 00  ,                                                       (3.1.1) 

которую  бу д ем предполагать строго монотонно возрастаю щ ей. Ч ерез  ( )yF 1
0
−  

обозначим обратную  функцию ; она наход ится при  решени и  уравнения 
 

( ) yxF =0                                                                        (3.1.2)  
 

относительно x: ( )yFx 1
0
−= . 

     Е сли  α - БС В , то случайная величина 
 

( )αξ 1
0
−= F                                                                       (3.1.3) 

 
имеет функцию  распределения ( ) ( ).xFxF 0≡ξ  
     Ф ормула (3.1.3) определяет моделиру ю щ и й алгоритм. Н ед остатком описан-
ного метод а являю тся аналитические труд ности  при  в ы числениях  (3.1.1), 
(3.1.2). О тметим, что в  «чистом в и д е» метод  обратной функци и  редко исполь-
з уется на практике, так как д ля многи х  распределений (например, нормального) 
д аж е ( )xF0  (не говоря у ж е о ( )yF 1

0
− ) не в ы раж ается через  элементарны е функ-

ции , а табулирование ( )yF 1
0
−  сущ ественно услож няет моделирование. Н а прак-

тике метод  обратной функци и  д ополняю т аппроксимацией ( )yF0   или  сочетаю т 
с д ругими  метод ами .  
     При м ер. Рассмотрим применение метод а обратной функци и  д ля моделиро-
вания случайной величины  с равномерны м распределением на отрезке [ ]b,a . 
     Д ля такой случайной величины  функция распределения: 
 

( ) [ ],

.bx,1

b,ax,
ab
ax

,ax,0

xF










>

∈
−
−

<

=ξ                                             (3.1.4) 
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     П олагая ( ) rxF =ξ , имеем r
ab
ax

=
−
− . О тсю д а ( )abrax −+= .  

     П оследовательности  значений K,21 rr  случайной величины  ( )1,0R  
соответств ует послед овательность значений 

( ) ( ) K,, 2211 abraxabrax −+=−+=  величины  ξ, равномерно распределенной 
на отрезке [ ]ba, .   

3.2. М о д ели ро вани е случ айно й вели ч и ны  с зад анно й ги стограм м о й 
 
     В  прилож ениях  часто возникает зад ача моделирования непреры вной случай-
ной величины  ξ в  услов иях  априорной неопределенности : плотность распреде-
ления неи з вестна. В  такой ситуаци и  провод ится серия наблю дений (экспери -
ментов ) над  ξ, по рез ультатам которы х  в ы числяется гистограмма – оценка не-
и з вестной плотности .  
     О бщ ий в и д  гистограммы  с К ячейками  

( ) ( )∑
=

−
=

K

1i
)z,z[i0 xIcxf

i1i
,                                                   (3.2.1) 

гд е )z,z[ i1i− - i-я ячейка, ic - значение гистограммы  в  i-й ячейке. 
    Д ля моделирования случайной величины  ξ, плотность распределения которой 
полагается совпад аю щ ей с гистограммой ( )xf0 , применим метод  обратной 
функци и . О бозначим 

{ } .,1,,0,),[
1

01 KjpbbzzPp
j

i
ijiii ===∈= ∑

=
−ξ                     (3.2.2) 

     И з  (3.2.1) и  услов ия нормировки  след ует, что  
 

( ) 1,,1,1 ==−= − Kiiii bKizzcp .                                           (3.2.3) 
 

     Согласно (3.1.1), (3.2.1) – (3.2.3) в ы числим функцию  распределения 
 

( ) ( )








≥

=<≤−+

≤

= −−−

,zxесл и,1
,K,1j,zxzесл и,zxcb

,zxесл и,0
xF

K

j1j1jj1j

0

0  

 
причем ) ( )[ )[ jjjj b,bxFz,zx 101 −− ∈⇔∈ .  
     Т огд а получаем моделирую щ и й алгоритм: 
 

                     ( ) j1j1j cbz −− −+= αξ , если  Kj,bb jj ≤≤<≤− 11 α                   (3.2.4) 
 

     И ногд а гистограмма строится так, что Kconstbbp iii 11 ==−= − . П ри  этом 
в ы числения по (3.2.4) упрощ аю тся, так как д ля j имеется явное в ы раж ение 

[ ] 1+= αKj . 
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3.3. М о д ели ро вани е непреры вно й  случ айно й вели ч и ны  
станд артны м  м ето д о м  и ск люч ени я 

 
     Рассмотрим алгоритм моделирования непреры вной случайной величины  ξ с 
фиксированной плотностью  распределения ( )xf0 . 
     М етод  исклю чения (метод  реж екции , метод  Д ж . Н еймана) основан на трех  
след у ю щ и х  теоремах . 

1. Е сли  ( )ηξ , - д в умерны й случайны й вектор, равномерно распределенны й в  
области  ( ) ( ){ }xfyyxF 00 0:, ≤≤=  

2.  
( ) ( )y,xIy,xp F, 0

=ηξ ,                                                           (3.3.1),  
 

то компонента ξ этого вектора имеет плотность распределения ( )xf0 . 
     О пределим теперь маж орирую щ у ю  функцию  ( )xgy = : 
 

( ) ( ) 00 ≥≥ xfxg                                                                     (3.3.2)  
 

и  область ( ) ( ){ } 00 Fxgy:y,xG ⊃≤≤= .    

     2. Е сли  ( ) ( )K,,,, ′′′′
2211 ηξηξ – независимы е случайны е векторы , равномерно 

распределенны е в  G, то случайны й вектор ( )ηξ , : 
 

′= kξξ , ′= kηη , гд е ( ){ }0F,:Nmink NN ∈′′= ηξ ,                             (3.3.3) 
 

распределен равномерно в  0F . 

     Векторы  ( ) ( )′′′′
−− 1k1k11 ,,...,, ηξηξ , не попавшие в  0F , наз ы ваю тся исклю ченны -

ми , а процед ура нахож д ения ( )′′
kk ,ηξ  - исклю чением. О тсю д а и  название мето-

д а. 
     3. П усть случайная величина ξ ′ имеет плотность ( ) ( )Gmes/xg , а случайная 
величина η′при  услов и и  x=′ξ  имеет плотность распределения 

( ) ( )[ ]( ) ( )xg/yIxyp xg,0=′′ ξη . Т огд а случайны й вектор ( )ηξ ′′,  распределен равно-
мерно в  G. 
     М од елирую щ и й алгоритм заклю чается в  послед овательности  шагов . 
     1. П од бирается маж орирую щ ая функция ( )xg  (3.3.2). 
     2. П ри  помощ и  п.3 каким-либо метод ом мод елируется случайны й вектор 
( ) G, ∈′′ ηξ ; реали зация ( )ηξ ′′, обозначается ( )y,x . 
     3. Е сли  ( )xfy 0> , то ( )y,x  исклю чается и  вновь повторяется шаг 2; если  ж е 

( )xfy 0≤ , то значение x принимается в  качестве реали заци и  ξ. 
     П овторяя алгоритм n-кратно, мож но получить n реали заций ξ, мод елирую -
щ и х  результаты  наблю дений над  ξ в  n экспериментах . 
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     М етод у  исклю чения свойственен х арактерны й нед остаток. М од елирую -
щ и й алгоритм описы вается формулой ( )K,, 21 ααψξ = , гд е ,..., 21 αα  - незав иси -
мы е БС В ; ( )⋅ψ  - функция счетного множ ества аргументов . П оследний факт 
предъявляет ж есткие требования к псев д ослучайны м числам. 
     Е сли  ( )xf0  зад ана на бесконечном интервале или  не ограничена, принципи -
ально возмож но построить маж орирую щ у ю  функцию  непосредственно. О д нако 
более у д обно под обрать преобразование ( )ξφη 1=  так, чтобы  случайная вели -
чина η имела ограниченную  плотность на конечном интервале; η моделирую т 
метод ом исклю чения, тогд а ( )ηφξ 1

1
−= . 

 
3.4.М о д ели ро вани е непреры вно й случ айно й вели ч и ны  

м ето д о м  суперпози ци и  
 
     М етод  суперпозици и  моделирования непреры вной случайной величины  ξ с 
фиксированной плотностью  распределения ( )xf0  основан на формуле полной 
вероятности . П усть ξ  и  ν – случайны е величины , зад анны е на од ном и  том ж е 
вероятностном пространстве; ( )zFν - функция распределения ν ; ( )zxp νξ  - ус-
ловная плотность распределения ξ  при  услов и и  z=ν . Т огд а без условная плот-
ность распределения ξ  равна 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= zdFzxpxf ννξ0  .                                            (3.4.1) 

     В  частности , если  ν – д искретная случайная величина со множ еством значе-
ний { }Nccc ,,, 21 K и  вероятностями   
 

{ }{ } ( ) ( )xfcxpNNipcP iiii =∞≤=== νξν ,,,1: , 
 

то (3.4.1) принимает в и д  

( ) ( )∑
=

=
N

i
ii xfpxf

1
0   .                                                        (3.4.2) 

      М од елирую щ и й алгоритм заклю чается в  след у ю щ ем:   
     1. О пред еляется вспомогательная случайная ν  величина так, чтобы  имело 
место (3.4.1) или  (3.4.2). 
     2. М од елируется ν ; пусть z – реали зация ν .  
     3. М од елируется ξ  при  услов и и  z=ν ; получаем x – реали заци ю  случайной 
величины  ξ . 
     Д ля уменьшения среднего времени  τ , затрачи ваемого на получение од ной 
реали заци и  x , случайную  величину  ν  надлеж ит определять так, чтобы  ν  и  ξ  
при  фиксированном ν  д остаточно бы стро мод елировались. Н аибольший 
практический эффект д ает непреры вно-д искретны й вари ант (3.4.2). Г рафически  
(3.4.2) означает, что фи гура ед иничной площ ад и  ( ) ( ){ }cxbxfyyx <≤≤≤ ,0:, 0  
разби вается на N  непересекаю щ и х ся частей с площ адями  ip . О сновной прин-



 

 

12 
цип разбиения (3.4.2) заклю чается в  том, что части  ig , имею щ ие 
наибольшую  площ ад ь (наибольшую  вероятность ip ), д олж ны  соответствовать 
наиболее просто и  бы стро имитируемы м плотностям ( )xf i . О статочную  плот-
ность  

( ) ( ) ( ) ∑∑
==

−=







−=

5

1
66

5

1
00 1,

i
i

i
ii pppxfpxfxf  

 
мож но имитировать метод ом исклю чения. 
 
 

3.5. М о д ели ро вани е гауссо вск о й случ айно й вели ч и ны  
м ето д ам и  о братно й ф унк ци и  и  сум м и ро вани я 

 
     Рассмотрим моделирование метод ами  обратной функции  и  суммирования 
гауссовской случайной величины  ξ  с плотностью  распределения: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ;,22exp, 12
10 RxDDxDxnxf ∈−−== πµµ                 (3.5.1) 

 
гд е параметры  распределения: 1R∈µ - математическое ож и д ание, D - д испер-
сия. 
     В вед ем в  рассмотрение станд артную  гауссовскую  случайную  величину  ∗ξ , с 
плотностью  ( )1,01 xn . Л егко убед иться, что  
 

D+= µξ ∗ξ                                                                  (3.5.2) 
 

имеет распределение (3.5.1). И спольз уя соотношение (3.5.2) д ля моделирования 
ξ , обратимся к зад аче моделирования ∗ξ . И сслед уем три  метод а моделирования 

∗ξ . 
     П ерв ы й метод  есть частны й случай метод а обратной функци и :  
 

( )
( )





≤≤−Φ−

<<Φ
=

−

−

∗ ,5,00,1
,15,0,

1

1

αα

αα
ξ                                          (3.5.3) 

гд е 

( ) ( )∫
∞−

=Φ
z

dxxnz 1,01  

есть функция распределения станд артного нормального закона, а ( )⋅Φ−1 – об-
ратная ей функция. В  (3.5.3) учтено и з вестное свойство ( )⋅Φ : ( ) ( )zz Φ−=−Φ 1 . 
     В ы раж ение ( )z1−Φ через  элементарны е функции  отсутств ует, поэтому  ис-
польз уется аппроксимация  
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( ) ( ) θ
θθ

θ
−

++
+

=Ψ≈Φ −
21

1

04810,099229,01
27061,030753,2zz                          (3.5.4) 

 
с ошибкой ( ) ( ) 3

1
1 103 −− ⋅<Ψ−Φ zz при  9,0<z или  

 

( ) ( ) 32

2

2
1

001308,0189269,0432788,11
01328,0802853,0515517,2

θθθ
θθ

θ
+++

++
+−=Ψ≈Φ− zz              (3.5.5) 

 
с ошибкой ( ) ( ) 4

1
1 105,4 −− ⋅<Ψ−Φ zz при  9,0<z . 

     В  соотношениях  (3.5.4), (3.5.5) 15,0,ln2 <<−= zzθ . 
     Второй метод  (метод  суммирования) основан на центральной предельной 
теореме. Е сли  K,, 21 αα – незав исимы е БС В , то при  ∞→N случайная величина  
 









−= ∑

=
∗

N

i
i

N
N 1 2
12

αξ                                                        (3.5.6) 

 
распределена асимптотически  нормально, так что функция  распределения 

.Rz),z(F 1
*

∈→Φξ  
     Ф ормула (3.5.6) при  некотором конечном N  и  определяет моделирую щ и й 
алгоритм. Случайная величина ∗ξ , определяемая (3.5.6), аппроксимирует стан-
д артную  гауссовскую  случайную  величину . О шибка аппроксимаци и  

( ) ( )zzF
zN Φ−=∆

∗ξmax    тем меньше, чем больше N . 

     Т ретий метод  является мод ификацией второго. О чеви д но, что при  помощ и  
специального функционального преобразования и з  прои з вольной случайной 
величины , в  частности  ∗ξ , мож но получить гауссовскую . О д нако это преобра-
зование через  элементарны е функци и  не в ы раж ается. Т ем не менее сред и  эле-
ментарны х  функциональны х  преобразований найд ены  такие, которы е сущ ест-
венно уменьшаю т N∆ . В  [3] рекомендовано функциональное преобразование  
 

( )∗∗∗∗
∗ +−−= ξξξξξ 1510

13440
41 35

2N
. 

 
 

3.6. М о д ели ро вани е гауссо вск о й случ айно й вели ч и ны  м ето д ам и  
ф унк ци о нального  преобразо вани я, и ск люч ени я и  суперпо зи ци и  

 
     Рассмотрим моделирование гауссовской случайной величины  ξ  с плотно-
стью  распределения (3.5.1) с помощ ью  метод ов  функционального преобразова-
ния, исклю чения и  суперпозици и . 
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     Учиты вая (3.5.2), решим зад ачу  моделирования станд артной 
гауссовской величины  ∗ξ . И сслед уем д ва метод а мод елирования ∗ξ .  
     П ерв ы й метод  – метод  функционального преобразования - основан на сле-
д у ю щ ем утверж д ени и . 
     Е сли  21,αα – незав исимы е БС В , то случайны е величины  
 

( )
( )212

211

2sinln2

2cosln2

πααξ

πααξ

−=

−=

∗

∗                                                (3.6.1) 

 
являю тся незав исимы ми  станд артны ми  гауссовскими . М оделирую щ и й алго-
ритм определяется формулой (3.6.1).  
     Второй метод  использ ует комбинацию  метод а суперпозици и  с метод ом 
исклю чения. 
     П редстав им ∗ξ  в  в и д е 

νηξ =∗ ,                                                               (3.6.2) 
 

гд е ην , – незав исимы е случайны е величины ; ν - бернуллиевая случайная вели -
чина, { } { } 5,011 ===−= νν PP ; η  - непреры вная случайная величина с плотно-
стью   

0,2 22
≥= − yep y

πη .                                               (3.6.3) 

     Д ля моделирования η  применим метод  суперпозици и : 
 

( ) ( ) ( )yfpyfpyp 2211 +=η ,                                         (3.6.4)  
гд е  

6827,02,1
1

0

2
112

2
≈=−= ∫ − dyeppp y

π
                                (3.6.5)  

( ) [ ]( )

( ) [ ]( )yIe
p

yf

yIe
p

yf

y

y

∞
−

−

=

=

,1
2

2
2

1,0
2

1
1

2

2

21

21

π

π
.                                         (3.6.6) 

 
     Серед ина распределения ( )( )yf1  мод елируется метод ом исклю чения с пря-
моугольной маж орирую щ ей функцией 

( ) [ ]( )yI
p

yg 1,0
1

1
21
π

= .                                                  (3.6.7)  
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     «Х вост» распределения ( )( )yf2  тож е моделируется метод ом 
исклю чения, причем пред варительно использ уется вспомогательное преобразо-
вание ( )( )21exp 2ηψ −= . П лотность распределения д ля ψ : 
 

( ) ( ) 10,ln2121 2121

2
≤<−= −− zze

p
zp

πψ .                            (3.6.8) 

 
     П ри  мод елировани и  ψ  использ уем метод  исклю чения с прямоугольной ма-
ж орирую щ ей функцией  
 

( ) [ ]( )zIe
p

zg 1,0
21

2
2

21 −=
π

.                                             (3.6.9) 

 
     Случайная величина η  получается обратны м преобразованием:  
 

ψη ln21−= .                                                       (3.6.10) 
 

Ф ормулы  (3.6.2) – (3.6.10) определяю т след у ю щ и й моделирую щ и й алгоритм. 
     1. С  помощ ью  д атчика БС В  формируется псев д ослучайное число 1α . Е сли  

5,01 <α , то реали зация sслучайной величины  ν  равна 1−=s , иначе 1=s . 
     2. Ф ормируется число 2α . Е сли  12 p<α , то в ы числяется 12 pαα =′ и  осущ е-
ствляется переход  к шагу  3 (имитация ( )yf1 ), в  проти вном случае – к шагу  4 
(имитация ( )yf2 ).  
     3. Ф ормируется число 3α . Е сли  ( )( )2exp 2

3 αα ′−< , то реали зация yслучай-
ной величины  η  равна: α ′=y . В  проти вном случае получаем 4α и  проверка не-
равенства повторяется, полагая 4: αα =′  и  т.д ., пока при  некоем kα  не в ы пол-
нится неравенство. П ереход  к шагу  6. 
     4. В ы числяется ( ) ( )112 1 pp −−=′′ αα . 
     5. Ф ормируется число 1+kα . Е сли  ( ) 21

1 ln21 −
+ ′′−< αα k , то реали зация 

yслучайной величины  η  равна:  α ′′−= ln21y . В  проти вном случае получаем 
2+kα и  проверку  неравенства повторяем при  2: +=′′ kαα и  т.д ., пока неравенство 

не в ы полнится. 
     6. В ы числяется реали зация x cлучайной величины  ∗ξ : syx = . 
     След ует отметить, что величины  αα ′′′, позволяю т использовать одно и  то ж е 
псевд ослучайное число на различны х  шагах  алгоритма и , след овательно, 
уменьшаю т время моделирования. 
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3.7. М о д ели ро вани е случ айно й вели ч и ны  
с эк спо ненци альны м  распределени ем  

 
     Рассмотрим применение метод ов  обратной функци и , функционального пре-
образования и  суперпозици и  д ля моделирования случайной величины  ξ  с экс-
поненциальны м распределением  

( ) 0,0 ≥= − xexf xλλ ,                                                      (3.7.1) 
гд е 0>λ – параметр распределения. 
     В вед ем в  рассмотрение станд артную  экспоненциальную  случайную  величи -
ну  ∗ξ , с плотностью   

( ) 0x,exf x ≥= −
∗ξ ,                                                         (3.7.2) 

получаю щ ейся и з  (3.7.1) при  1=λ . 
     Л егко проверить, что случайная величина 

λξξ ∗=                                                                     (3.7.3) 
имеет распределение (3.7.1). 
     И спольз уя (3.7.3) при  моделировани и  ξ ,  обратимся к зад аче моделирования 

∗ξ . И сслед уем три  метод а моделирования ∗ξ . 
     П ерв ы й метод  есть частны й случай метод а обратной функци и   

αξ ln−=∗ .                                                                (3.7.4). 
      Второй метод  (метод  функционального преобразования) основан на сле-
д у ю щ ем утверж д ени и . 
     П усть 12121 ,,,,,, −+ NNN ααααα KK – незав исимы е БС В , ′′> −11 ,,;1 NN αα K  - 

величины  121 ,, −+ NN αα K , расставленны е в  порядке возрастания; 1,00 =′=′
Nαα . 

Т огд а случайны е величины  
( ) ( ) NkNkkk ,1,ln 11 =′−′= −∗ ααααξ K                                  (3.7.5) 

незав исимы  и  распределены  по закону  (3.7.2).  
     Т ретий метод  является частны м случаем метод а суперпозици и  и  основан на 
след у ю щ ем утверж д ени и . 
    Е сли  K,, 21 αα – незав исимы е БС В , ν и  θ - не зав исящ ие от K,, 21 αα  целочис-
ленны е полож ительны е случайны е величины  с распределениями  

{ } ( ) { } ( )( ) K,2,1,,!1,1 1 =−==−== −− jijejPeeiP i θν ,                    (3.7.6) 
то случайная величина 

{ }θααανξ ,,,max 21 K−=∗                                                (3.7.7) 
имеет плотность (3.7.2). Ф ормула (3.7.7) определяет моделирую щ и й алгоритм.  
 

3.8. М о д ели ро вани е случ айно й вели ч и ны  с гам м а- распределени ем  
 
     Д ля мод елирования случайной величины  ξ , имею щ ей гамма-pаспределение 
с плотностью  
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( ) ( ) 0,;
1

0 ≥
Γ

=
−−

xexxf
x

ν
ν

ν

,                                                 (3.8.1) 

гд е 0>ν – параметр распределения, могут бы ть использованы  три  основны х  
метод а мод елирования ξ . 
     П ерв ы й метод  «работает» при  целом 1≥ν  и  использ ует свойство безгранич-
ной д елимости  закона (3.8.1). Действ ительно, х арактеристическая функция 

( ) ( ) ( ) ν
ξ νϕ −

∞

∞−

−== ∫ itdxexft itx 1; 0                                        (3.8.2) 

 
облад ает свойством, определяю щ им безграничную  д елимость 
: 

( ) ( ) ( ) .,3,2,;1; K==−= − mmtitt mm νϕνϕ ξ
ν

ξ  
 

     М ож но показать, что если  νηηη ,,, 21 K – незав исимы е станд артны е экспонен-
циально распределенны е случайны е величины , то 
 

∑
=

=
ν

ηξ
1j

j                                                                   (3.8.3) 

имеет плотность (3.8.1).  
     М од елирование νηη ,,1 K легко осущ ествляется рассмотренны ми  ранее мето-
д ами  . В  частности , согласно (3.7.4)  
 

ναη ,1,ln =−= jjj ,                                                         (3.9.5) 
 

гд е ναα ,,1 K – незав исимы е БС В . 
     О бъед иняя (3.8.3) и  (3.8.4), получаем формулу  
 











−= ∏

=

ν

αξ
1

ln
j

j , 

 
определяю щ ую  моделирую щ и й алгоритм. 
     Второй метод  применим, когд а 5,0+= Nν ; K,1,0=N . Учиты вая (3.8.2), 
(3.8.4), представ им х арактеристическую  функцию  случайной величины  ξ  в  в и -
д е  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ttittNt
N

j

N
j 0

1

2111;5,0; ηηξξ ϕϕϕϕ 









=−=+ ∏

=

− ,                    (3.8.6) 

 
гд е 0η –случайная величина с плотностью  
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( ) ( )( ) 0,5,0
0

≥Γ= − zzezp z
η . 

 
     Е ё легко получить функциональны м преобразованием станд артной гауссов -
ской величины  ∗ξ , не зав исящ ей от Nηη ,,1 K :  
 

22
*0 ξη =  .                                                                 (3.8.7) 

 
     И з  (3.8.5), (3.8.6) и  (3.8.7) получаем формулу   
 

2ln 2
*

N

1j
j ξαξ +









−= ∏

=

,                                                   (3.8.8) 

 
определяю щ ую  мод елирую щ и й алгоритм. М од елирование ∗ξ  осущ ествляется 
ранее рассмотренны ми  метод ами . 
     Н апример, согласно (3.6.1)  
 

( ) ( )2N
2

1N
2

* 2cosln2 ++−= πααξ .   . 
 

     Т ретий метод  есть частны й случай метод а исклю чения и  применим д ля лю -
бого ν. О бозначим [ ] 10, <≤−= ∗∗ νννν  и  воспольз уемся представлением, 
аналогичны м (3.8.6), (3.8.8):  

[ ]
∗

=

+









−= ∏ ξαξ

ν

1
ln

j
j , 

причем 
∗ξp совпад ает с (3.8.1), если  параметр принимает значение ∗ν . Для мо-

д елирования ∗ξ , применим метод  исклю чения с маж ориру ю щ ей функцией 
( )xg :  

( ) ( )






≥

<≤
=≤

−

−∗

∗ .1xесл и,e

,1x0есл и,x
xgxp

x

1ν

ξ  

     О тметим: 1) величину ′
∗ξ , с плотностью  ( ) mesGxg  у д обно мод елировать 

метод ом обратной функци и : 
 

[ ]( ) [ ] ( )

[ ]( )( )( )





+−−

+<≤+
=′

−−
∗+

∗++∗
∗

∗

,сл уча епрот ивномв,e1ln

,e110есл и,e1
11

1

1
1

1

να

νααν
ξ

ν

ν
ν

ν  

 
2) величина ∗′η  при  услов и и  x=′∗ξ мод елируется так: ( ) [ ] 2+∗ =′ ναη xg . 
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3.9. М о д ели ро вани е случ айны х вели ч и н с распределени ям и  2χ , 
С тьюд ента, Фи шера 

 
     Рассмотрим моделирование случайной величины  mξ  с 2χ –распределением с 
m степенями  свобод ы :  

( )
( )

0,
22

; 2

212

1 ≥
Γ

=
−−

x
m
exmxf m

xm

 ,                                    (3.9.1) 

случайной величины   mη  с  t–распределением Стью д ента с  m степенями  свобо-
д ы :  

( )
( )( )( ) 2122

12

2
1

;
+

+Γ







 +

Γ
= m

mymm

m

myf
π

;                             (3.9.2) 

 и  случайной величины  lmς с распределением Ф ишера (l, m - числа степеней сво-
бод ы ):  

( )
( )

( ) 0,
1

22

2,; 2

21
2

3 ≥







 +






Γ






Γ







 +

Γ
= +

−

z
z

m
lml

mlzml

mlzf ml

l
l

,                       (3.9.3) 

гд е ml, – натуральны е числа – параметры  распределений.  
     М ож но д оказать, что, если  mγγγ ,,, 21 K – незав исимы е станд артны е гауссов -
ские случайны е величины , то случайная величина  

∑
=

=
m

j
jm

1

2γξ                                                              (3.9.4) 

имеет плотность (3.9.1). 
     Ф ормула (3.9.4) и  определяет моделирую щ и й алгоритм д ля случайной вели -
чины  mξ  с 2χ –распределением с m степенями  свобод ы . 
     Алгоритм д ля моделирования случайной величины   mη  с  t–распределением 
Стью д ента с  m степенями  свобод ы , имею щ ей плотность (3.9.2), основ ы вается 
на след ую щ ем соотношени и  

mmm ξγη =  ,                                                        (3.9.5) 
гд е γ – станд артная гауссовская случайная величина, а mξ - не зав исящ ая от γ 
случайная величина с распределением (3.9.1). 
     Д ля мод елирования случайной величины  lmς с распределением Ф ишера (l, m 
- числа степеней свобод ы ) с плотностью  (3.9.3) мож ет бы ть использовано соот-
ношение 

( ) ( )ml mllm ξξζ =  ,                                            (3.9.6) 
гд е ml ξξ , – незав исимы е случайны е величины  с 2χ –распределениями  (3.9.1). 
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Зад ани е на вы по лнени е лабо рато рны х рабо т 

по  к о м пьютерно м у м о д ели ро вани ю случ айны х вели ч и н  
 
     И спольз уя сред у  автомати заци и  в ы числений MATHCAD, сформировать в ы -
борки   значений случайны х  величин со след у ю щ ими  законами  распределения. 
     Д ля д искретны х  случайны х  величин: 
     1.Г еометрический закон распределения. 
     2.Биноминальны й закон распределения. 
     3.Закон распределения П уассона. 
     Д ля непреры вны х  случайны х  величин: 
     1. Закон равномерной плотности  на отрезке [a,b] (использ уя метод  обратной 
функци и ). 
     2. Экспоненциальное распределение (использ уя метод  обратной функци и ); 
     3. Н ормальное (гауссовское) распределение, использ уя  

 а) метод  обратной функци и , 
           б) метод  суммирования, 
           в ) метод  функционального преобразования, 
           г) метод  исклю чения и  суперпозици и . 
     4. Г амма – распределение. 
     5. Распределение Стью д ента. 
     6. Распределение  χ 2. 
     7. Распределение Ф ишера. 
     Д ля каж д ого закона распределения с зад анны ми  параметрами  распределения  
д олж ны  бы ть в ы полнены  след ую щ ие зад ания: 
     1.П остроение при  различны х  значениях  параметров  графиков  теоретической 
плотности  распределения (д ля непреры вны х  случайны х  величин) или  вероят-
ности  (д ля д искретны х  случайны х  величин) и  теоретической функци и  распре-
д еления. 
     2.Ф ормирование случайной в ы борки  зад анного объема. 
     3.П остроение графика в ы борки  (зав исимость в ы борочного значения от его 
номера). 
     4.О пределение основны х  числов ы х  х арактеристик в ы борки : в ы борочного 
среднего, в ы борочной д исперсии , в ы борочного среднеквадратического откло-
нения, максимального и  минимального в ы борочны х  значений. 
     5.П остроение гистограммы  и  ее сравнение с графиком теоретической плот-
ности  распределения (д ля непреры вны х  случайны х  величин) или  вероятности  
(д ля д искретны х  случайны х  величин).  
     6.П остроение эмпирической функции  распределения и  ее сравнение с теоре-
тической функцией распределения. 
     7. И сслед ование зав исимости  в и д а гистограммы  от объема в ы борки  (при  
фиксированном числе интервалов  разбиения) и  от числа интервалов  разбиения 
(при  фиксированном объеме в ы борки ). 
     Зад ания д олж ны  бы ть в ы полнены  д ля различны х  значений параметров  рас-
пределений.  
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При м ер  

 
М о д ели ро вани е случ айно й вы бо рк и , 

распред еленно й по  эк спо ненци ально м у зак о ну 
 

     П лотность распределения вероятностей )(xf  и  функция распределения )(xF  
непреры вной случайной величины , распределенной по экспоненциальному  за-
кону , определяю тся как   

,0x,eλ)x(f xλ ≥= −  
,0x,e1)x(F xλ ≥−= −  

гд е λ>0 - параметр распределения. 
     Г рафики  функций )(xf  и  )(xF , построенны е при  различны х  значениях  пара-
метра λ, при ведены  на рис.1 и  рис.2 соответственно. 
 
 

λ3 4=λ2 0.5=λ1 1=λ3 4=λ2 0.5=λ1 1=

Э кспон е н ци а л ьн а я ф ун кци я ра спре де л е н и яЭ кспон е н ци а л ьн а я пл отн ость ве роятн ости  

Рис.2Рис.1 

0 2 4
0

0.5

1

F1 z( )

F2 z( )

F3 z( )

z z, z,

0 2 4
0

2

4

f1 z( )

f2 z( )

f3 z( )

z z, z,

F3 z( ) if z 0≥ 1 e λ3− z⋅
−, 0,( ):=F2 z( ) if z 0≥ 1 e λ2− z⋅

−, 0,( ):=F1 z( ) if z 0≥ 1 e λ1− z⋅
−, 0,( ):=

f3 z( ) if z 0≥ λ3 e λ3− z⋅⋅, 0,( ):=f2 z( ) if z 0≥ λ2 e λ− 2 z⋅⋅, 0,( ):=f1 z( ) if z 0≥ λ1 e λ1− z⋅⋅, 0,( ):=

 
 
     Е сли  x - случайная величина, равномерно распределенная на отрезке [0,1], то 
случайную  величину  y, имею щ ую  экспоненциальное распределение  с парамет-
ром λ, мож но моделировать, использ уя метод  обратны х  функций,  след у ю щ им 
образом. 
     Зад ается объем в ы борки , N:=100 и  зад ается значение параметра распределе-
ния, например, λ:=1   
     И з  соотношения д ля функци и  распределения  

( ) ,0,1 ≥−== − xexFy xλ
 

наход им  y: 
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i 0 N 1−..:=               xi rnd 1( ):=                    yi
ln xi( )−

λ
:=  

     Значения сформированной случайной в ы борки  располагаем в  таблице:  
k 0 9..:=                             j 0 9..:=                            Ak j, yk 10⋅ j+:=     

 
 

A

0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1.269·10    -3 0.215 0.879 0.431 1.731 0.191 1.24

4.466 0.127 8.963·10    -3 0.759 0.921 0.182 0.599

2.087 3.121 0.775 0.62 1.982 1.513 5.743

0.471 1.131 8.856·10    -3 0.323 0.887 1.818 0.663

0.914 1.328 0.85 0.164 0.554 0.728 1.392

0.16 0.153 1.181 0.556 3.399 0.166 1.724

1.317 0.328 1.146 1.28 0.131 1.8 0.728

0.638 1.877 0.609 4.072 1.344 0.218 1.829

0.758 1.852 1.072 1.846 0.116 0.377 0.337

0.291 1.621·10    -3 1.641 0.236 0.806 0.121 1.395

=

 
 
 
     Г рафическое и зображ ение значений построенной случайной в ы борки  
при вед ено на рис. 3.   

                      
0 20 40 60 80 100

0

2

4

6
5.743

1.269 10 3−×

yi

990 i  
Рис. 3. Г рафическое и зображ ение значений смоделированной в ы борки . 

 
 

Осно вны е ч и сло вы е харак тери сти к и  вы бо рк и  
 
max(y)=5.743                    максимальное значение;  
min(y)=1.269x10 3−            минимальное значение;  
mean(y)=0.992                  в ы борочное среднее;  
var(y)=0.947                     в ы борочная д исперсия;  
stdev(y)=0.973                  в ы борочное среднеквад ратическое отклонение.  
 
     Значения в ы борки  мож но располож ить в  порядке возрастания, используя 
функцию  sort(y) пакета Mathcad. 
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Построени е ги стограм м ы , по ли го на ч асто т, 
тео рети ч еск о й пло тно сти  распред елени я 

 
     Зад ается число интервалов  разбиения д ля построения гистограммы , напри -
мер, r:=10 и  определяется д лина интервала: 

h
max y( ) min y( )−( )

r
:=  

О су щ ествляется разбиение на интервалы : 
q 0 r 1−..:=            v0 min y( ):=                    vq 1+ vq h+:=  

     С  использованием станд артной функци и  пакета Mathcad определяется  число 
в ы борочны х  значений, попавши х  в  каж д ы й и з  интервалов   v: 

)y,v(hist:H = . 
     Г истограмма относительны х  частот нах од ится как  

hN
H:Hist
⋅

= . 

     Значения Hist использ у ю тся и  д ля построения поли гона частот   Pol:=Hist 
     Г рафик теоретической плотности  распределения  случайной величины , рас-
пределенной по экспоненциальному  закону  с параметром λ, мож ет бы ть по-
строен так, как это показано в ы ше, с использованием формулы  
f z( ) if z 0≥ λ e λ− z⋅⋅, 0,( ):=   
      Г рафическое и зображ ение  гистограммы  Hist, поли гона частот Pol и  кри вой 
распределения f(z) при ведено на  рис. 4. 
 

0 2 4 6
0

0.5

1
1

0

Hist

Pol

f z( )

5.1690 v v, z,  
 

Рис. 4. Г и стограмма Hist, поли гон частот Pol и  кри вая распределения f(z). 
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Построени е эм пи ри ч еск о й  и  тео рети ч еск о й 
ф унк ци й распред елени я 

 
     Д ля построения графика эмпирической функций распределения зад ается шаг 
h:=0.01 и  пределы  и зменения переменной:   z min y( ) h− min y( ), max y( ) h+..:=   . 
     Т еоретическая функция распределения случайной величины , распределен-
ной по экспоненциальному  закону  с параметром λ, мож ет бы ть построена так, 

как это показано в ы ше, с использованием формулы     FT t( ) if t 0> 1 e λ− t⋅−, 0,( ):=  
     Эмпирическая функция распределения случайной величины , распределен-
ной по экспоненциальному  закону  с параметром λ, мож ет бы ть построена сле-
д у ю щ им образом: 
Зад ается число интервалов  разбиения  r:=10 и  определяется д лина интервала: 

h
max y( ) min y( )−( )

r
:=  

     О сущ ествляется разбиение на интервалы : 
q 0 r 1−..:=                  v0 min y( ):=                  vq 1+ vq h+:=  . 

 
     С  использованием станд артной функци и  пакета Mathcad определяется число 
в ы борочны х  значений, попавши х  в  каж д ы й и з  интервалов   v: 
     )y,v(hist:H = . 

N
H:1H = ,              F 0 0:= ,           ,1)1H(last..1:k +=          , 

1k1kk 1HF:F −− +=       - эмпирическая функция распределения. 
     Г рафики  теоретической FT и  эмпирической F функций распределения при -
вед ены  на рис. 5. 

0 2 4
0

0.5

11.01

0

F

FT t( )

50 v t,  
 

Рис. 5. Г рафики  теоретической F и  эмпирической FT функций распределения. 
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Исслед о вани е зави си м о сти  ви д а ги стограм м ы  о т о бъем а вы бо рк и   
при  ф и к си ро ванно м  ч и сле и нтервало в разби ени я 

 
       И сслед уем зав исимость в и д а гистограммы  от объема в ы борки  при  фикси -
рованном числе интервалов  разбиения. Для этого сформируем три  в ы борки  
разного объема, зафиксировав  число интервалов  разбиения, и  построим д ля ка-
ж д ой и з  в ы борок гистограмму  так, как это описано в ы ше. П олученны е гисто-
граммы  и зображ ены  на рис. 6.1 – рис.6.3. 

j2 0 k 2 1−..:= j3 0 k 3 1−..:=

v10 min x1( ):= v20 min x2( ):= v30 min x3( ):=

v1 j1 1+ v1 j1 h1+:= v2 j2 1+ v2 j2 h2+:= v3 j3 1+ v3 j3 h3+:=

H1 hist v1 x1,( ):= H2 hist v2 x2,( ):= H3 hist v3 x3,( ):=

Hist1
H1

n1 h1⋅
:= Hist2

H2
n2 h2⋅

:= Hist3
H3

n3 h3⋅
:=

0 2 4
0

0.5

1

Hist1

v1
0 2 4

0

0.5

1

Hist2

v2
0 2 4

0

0.5

1

Hist3

v3
Рис .6.1 Рис .6.2 Рис .6.3 

О бъем в ы борки  20, 
число интервалов  25.

О бъем в ы борки  200, 
число интервалов  25.

О бъем в ы борки  2000, 
число интервалов  25.

λ 1:=

Построени е ги стограм м  д ля разли ч ны х о бъем о в вы бо рк и
при   ф и к си ро ванно м  ч и сле и нтервало в разби ени я 

 Ч исла интервалов  разбиения
k 1 25:= k 2 25:= k 3 25:=

О бъемы  в ы борок
n2 200:= n3 2000:=n1 20:=

i3 0 n3 1−..:=i2 0 n2 1−..:=i1 0 n1 1−..:= y i3 rnd 1( ):=y i2 rnd 1( ):=y i1 rnd 1( ):=

x2 i2
ln 1 y i2−( )−

λ
:= x3 i3

ln 1 y i3−( )−

λ
:=x1 i1

ln 1 y i1−( )−

λ
:=

h1
max x1( ) min x1( )−

k 1
:= h2

max x2( ) min x2( )−

k 2
:= h3

max x3( ) min x3( )−

k 3
:=

j1 0 k 1 1−..:=

Исслед о вани е зави си м о сти  ви д а ги стограм м ы  о т ч и сла и нтервало в 
 разби ени я при  ф и к си ро ванно м  о бъем е вы бо рк и  

 
       И сслед уем зав исимость в и д а гистограммы  от числа интервалов  разбиения 
при  фиксированном объеме в ы борки .  Д ля этого построим  гистограммы  с раз -
личны м числом интервалов  разбиения, пред варительно зафиксировав  объем 
в ы борки , и  построим д ля каж д ой и з  в ы борок гистограмму  так, как это описано 
в ы ше. П олученны е гистограммы  и зображ ены  на рис. 7.1 – рис.7.3.  
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j2 0 k2 1−..:= j3 0 k3 1−..:=

v1 0 min x1( ):= v2 0 min x2( ):= v3 0 min x3( ):=

v1 j1 1+ v1 j1 h1+:= v2 j2 1+ v2 j2 h2+:= v3 j3 1+ v3 j3 h3+:=

H1 hist v1 x1,( ):= H2 hist v2 x2,( ):= H3 hist v3 x3,( ):=

Hist1
H1

n 1 h1⋅
:= Hist2

H2
n 2 h2⋅

:= Hist3
H3

n 3 h3⋅
:=

0 2 4
0

0.5

1

Hist1

v1
0 2 4

0

0.5

1

Hist2

v2
0 2 4

0

0.5

1

Hist3

v3
Рис .7.1 Рис .7.2 Рис .7.3 

О бъем в ы борки  200, 
число интервалов  5.

О бъем в ы борки  200, 
число интервалов  25.

О бъем в ы борки  200, 
число интервалов  125.

λ 1:=

Построени е ги стограм м  д ля разли ч ного  ч и сла и нтервало в 
разби ени я при   ф и к си ро ванно м  о бъем е вы бо рк и  

 Ч исла интервалов  разбиения
k1 5:= k2 25:= k3 125:=

О бъемы  в ы борок
n 2 200:= n 3 200:=n 1 200:=

i3 0 n 3 1−..:=i2 0 n 2 1−..:=i1 0 n 1 1−..:= y i3 rnd 1( ):=y i2 rnd 1( ):=y i1 rnd 1( ):=

x2i2

ln 1 y i2−( )−

λ
:= x3i3

ln 1 y i3−( )−

λ
:=x1i1

ln 1 y i1−( )−

λ
:=

h1
max x1( ) min x1( )−

k1
:= h2

max x2( ) min x2( )−
k2

:= h3
max x3( ) min x3( )−

k3
:=

j1 0 k1 1−..:=
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