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ЗАНЯТИЕ 1.

ПРОСТЕЙШИЕ МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ – ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ

1.1. Численное дифференцирование

Одной из простейших задач, возникающих при машинном моделировании физических процессов, является численное определение производной от заданной функции в некоторой точке x0. Для этого используется ряд формул, основанных на разложении функции в ряд Тейлора:
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(1)
формулы первого порядка,
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(2)
формула второго порядка,
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(3)

формула четвертого порядка. Здесь h – некоторый шаг по оси абсцисс.

Точность вычислений определяется порядком формулы и величиной h. Она должна возрастать с увеличением порядка и, казалось бы, с уменьшением шага. Однако последнее не совсем верно, поскольку вычисления любой функции на компьютере производятся с ограниченной точностью, и ее значения в соседних достаточно близких точках становятся для машины неразличимыми. В итоге для каждой из формул существует оптимальный шаг h0, обеспечивающий максимальную точность расчетов.

Задание 1.

Реализовать программно вычисления по формулам (1) – (3), определить для каждой из них оптимальный шаг h0 и максимальную точность вычислений для линейных, степенных и трансцендентных (экспоненциальных, тригонометрических) функций, используя точные аналитические значения их производных. Для оценки точности использовать величину относительной погрешности 
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 – рассчитанное по формулам и аналитическое значения производной.

1.2. Численное интегрирование

Подавляющая часть задач машинного моделирования сводится к численному интегрированию уравнений движения. Это могут быть как обыкновенные дифференциальные уравнения так и уравнения в частных производных либо уравнения более сложной структуры.

Простейшим видом обыкновенных дифференциальных уравнений являются уравнения вида 
[image: image7.wmf](
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, численное решение которых при заданных начальных условиях сводится  к вычислению соответствующих определенных интегралов. Эти вычисления также могут производиться по нескольким различным формулам, получающимся из аппроксимаций подынтегральной функции полиномами различной степени, например:
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(4)

формула трапеций, соответствует линейной аппроксимации функции (то есть полиномом первого порядка),
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(5)

формула Симпсона второго порядка,
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(6)

формула третьего порядка, здесь шаг интегрирования h должен быть выбран таким образом, чтобы выполнилось условие 
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(7)

формула Боде четвертого порядка, здесь 
[image: image13.wmf]04
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Все четыре рассмотренные здесь формулы могут быть приведены к одному общему виду
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(8)

где m – номер метода расчета, равный степени аппроксимирующего полинома, то есть порядку формулы, n – число интервалов разбиения, 
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 – шаг интегрирования, i(mod)m означает остаток от деления порядкового номера члена суммы на степень аппроксимирующего полинома. Константы kj, Aj, 
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 определяются следующим образом:
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Величина шага интегрирования h должна для каждого метода выбираться таким образом, чтобы n было кратным m.

Точность вычислений в этом случае также определяется порядком использованной формулы и шагом интегрирования h.

Задание 2.

Реализовать программно вычисления интегралов по четырем приведенным методам, используя формулу (8) и описав константы kj, Aj, 
[image: image20.wmf]1
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 как массивы. Исследовать точность каждого из методов в зависимости от шага h для линейных, степенных и трансцендентных функций, используя точные аналитические значения соответствующих интегралов и вычислив величину относительной погрешности.

ЗАНЯТИЕ 2.

РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
МЕТОДОМ РУНГЕ – КУТТЫ
2.1.
Интегрирование обыкновенных дифференциальных уравнений

Для интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений общего вида 
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, возникающих в задачах по моделированию физических процессов, чаще всего используются методы Рунге-Кутты различных порядков. Преимуществом этих методов является тот факт, что для их применения достаточно знания только начальных условий. Другие же из существующих для этих целей математических методов (например, многошаговые) требуют знания искомой функции сразу в нескольких точках, что, как правило, оказывается невозможным. В методах же Рунге-Кутты значение вычисляемой функции в каждой последующей точке определяется ее значением в предыдущей и формой самого уравнения:
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(9)
формула Эйлера, она же формула Рунге-Кутты первого порядка,
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(10)
где 
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 – формула третьего порядка,
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где
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формула третьего порядка,
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где 
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формула четвертого порядка.

Как и в предыдущем случае, эти четыре формулы могут быть сведены к общему виду
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где m – порядок формулы,
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Задание 3.

Реализовать программно вычисления методами Рунге-Кутты, используя формулу (13) и описав константы Aj и 
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 как массивы. Используя в качестве примера уравнение 
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 с начальным условием 
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 и зная его точное аналитическое решение 
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, оценить точность каждого из методов в зависимости от шага интегрирования h.

Задание 4.

Обобщить полученную программу для решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений, преобразовав соответствующие переменные в массивы. Используя в качестве примера систему уравнений
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с начальным условием 
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 оценить точность методов, используя ее точное аналитическое решение 
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Решение систем обыкновенных дифференциальных уравнений методами Рунге-Кутты лежит в основе одного из самых распространенных методов компьютерного моделирования – метода молекулярной динамики. Суть его состоит в вычислении различных параметров физических систем путем расчета на ЭВМ динамических траекторий составляющих их молекул и атомов с использованием экспериментально определенных потенциалов их взаимодействия.
ЗАНЯТИЕ 3.

МЕТОД МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ – РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА РУНГЕ-КУТТЫ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ МОЛЕКУЛ В ВЕЩЕСТВЕ. ОЗНАКОМЛЕНИЕ С РЕАЛИЗАЦИЕЙ МЕТОДА МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПРИМЕСЕЙ В КРИСТАЛЛАХ НА ПРИМЕРЕ ПРОГРАММЫ MOLCDN
3.1.
Математические основы метода молекулярной динамики
Сущность метода молекулярной динамики состоит в численном интегрировании классических уравнений движения системы, состоящей из некоторого ограниченного числа частиц (молекул, атомов, ионов) методами типа Рунге – Кутты. Выбор потенциалов взаимодействия частиц обуславливается феноменологическими представлениями о форме и свойствах молекул, наличием в литературе их эмпирических параметров. Чаще всего частицы рассматриваются как материальные точки, взаимодействующие через посредство парных потенциалов, зависящих только от расстояния между ними.
Метод молекулярной динамики (МД) является одним из наиболее универсальных методов моделирования на ЭВМ свойств веществ. Действительно, область применимости метода МД включает:
· все агрегатные состояния вещества;
· множество разнообразных свойств веществ и процессов в них (термодинамические характеристики веществ, фазовые переходы и др.);
· область применимости других методов машинного моделирования (например, метода молекулярной статики, метода Монте – Карло).
Универсальность метода МД особенно важной оказывается, например, для исследования свойств жидкостей, так как построение аналитических теорий для них наиболее затруднительно вследствие того, что здесь средняя кинетическая энергия молекулы Е по порядку величины равна ее потенциальной энергии U и отсутствует удобный малый параметр для разложений (в кристаллах 
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). Для метода молекулярной динамики, основанного на первых, принципах, этих трудностей не существует.
Все методы машинного моделирования, и особенно метод МД, требуют существенных затрат машинного времени. Решение некоторых задач методом МД на современных ЭВМ требуют до нескольких сотен часов счета. В этих условиях представляется целесообразным создание узкоспециализированных программ для ЭВМ, реализующих метод МД для данной задачи (или класса задач) наиболее эффективным образом.
Для моделирования методом МД диффузии примесей в однокомпонентных кристаллах (например, в металлах) многокомпонентных сплавах была разработана специализированная программа MOLCDN. В программе MOLCDN имеются следующие новые элементы:
· постоянный список ближайших соседей для атомов кристалла организованный в виде одномерного массива;
· периодически обновляемый список ближайших соседей для примесей;

· возможность моделирования атомов решетки и примесных атомов с различными временными шагами (в случае большой разницы в массах);
· использование кристаллита с периодическими граничными условиями;
· вычисление температуры ближайших соседей примесей;

· вычисление средней по времени температуры примесей;
· вычисление энергии и объема растворения примесей в кристалле;
· независимая релаксация к минимуму энергии примесей при неподвижной решетке и атомов решетки при неподвижных примесях (квазистатический режим);
· вывод на печать изменений координат атомов решетки, ближайших к примеси, после релаксации; 

· расчет коэффициента диффузии примесей по формуле Эйнштейна (через зависимость от времени среднего квадрата смещений примесей) и путем подсчета числа диффузионных скачков.
Такая специализация позволила существенно повысить быстродействие программы. Например, при моделировании миграции водорода в ниобии время моделирования тысячи шагов составило около пятидесяти минут на ЭВМ ЕС-1045 для микрокристаллита из 4000 атомов с неподвижными границами (около 2300 подвижных атомов). Время счета увеличивается, если использовать периодические граничные условия и многокомпонентный кристалл. В этом случае для моделирования тысячи шагов кристаллита из 1500 подвижных атомов необходимо около сорока пяти минут счета.
Программа MOLCDN применялась для исследования поведения водорода в кристаллах ниобия и палладия. Были проведены исследования преимущественных мест локализации водорода, путей миграции и коэффициентов диффузии в широком интервале температур (
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). Полученные при моделировании результаты хорошо согласуются с экспериментальными данными.
3.2.
Реализация метода молекулярной динамики в программе MOLCDN
3.2.1.
Блок схема алгоритма
Блок-схема программы MOLCDN приведена на рис. 3.1. Программа MOLCDN построена по модульному принципу. Часть модулей (1 – 9) относится к режиму подготовки задачи к расчету, другая часть (10 – 20) – модули, непосредственно используемые в процессе счета.
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Рис. 3.1. Блок схема программы MOLCDN
3.2.2.
Режимы подготовки к расчету

В этом разделе описываются некоторые из частей программы MOLCDN, являющихся подготовительными к выполнению динамических расчетов:
1. Генерация решетки. Путем трансляции элементарной ячейки строится кристаллическая решетка (микрокристаллит) требуемых размеров и формы, то есть задаются номера и координаты атомов кристаллита.
2. Выделение границы. Для задания граничных условий одного из трех видов (см. п. 1.1) необходимо указать, какие атомы кристаллита будут считаться граничными. Эта операция выполняется в модуле 2.
3. Перенумерация, атомов. Для ускорения выполнения программы используется процедура перенумерации атомов: после ее выполнения атомам внутренней части кристаллита (для которых решаются уравнения движения) присваиваются номера от 1 до N, а атомам, составляющим границу – номера больше N.
4. Заполнение таблицы взаимодействия (массива JJ)

5. Заполнение массива номеров ближайших соседей LIST. Поскольку в нашем классе задач атомы кристаллической решетки не покидают своих узлов (либо делают это крайне редко), а лишь совершают малые колебания около положений равновесия, имеет смысл организовать массив, в который один раз записываются, а потом многократно используются номера атомов, являющихся соседями данного атома. Такой список соседей, организованный в виде одномерного массива, составляется для всех атомов внутренней части кристаллита. Для примесных атомов заполняется отдельный массив LIST1, по своей структуре полностью аналогичный массиву LIST. Здесь же заполняется массив NA, указывающий номер атома, находящегося в данной клетке.
6. Чтение идеальной конфигурации кристалла из специального файла.
7. Запись идеальной конфигурации кристалла в файл.
8. Ввод параметров потенциалов взаимодействия между атомами разных сортов, ввод значений масс атомов и временного шага интегрирования 
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9. Изменение значения временного шага 
[image: image47.wmf]t

D

 в процессе счета.
10. Задание температуры кристаллита. В начальный момент времени всем атомам кристаллита присваиваются скорости, случайные по направлению, но одинаковые по величине, равные
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где Т – температура кристаллита, m – масса атома.
После термализации кристаллит приобретает температуру, примерно равную Т. При необходимости методом подгонки можно получить необходимую температуру точно.
11. Создание дефектов. Если дефектом является примесь внедрения, тогда в модуле 8 задаются тип, координата и начальная скорость дефекта. Если дефект – вакансия, тогда указывается номер атома, на месте которого она создается. 

12. Релаксация. В этом модуле возможны два режима. Режим RELAX осуществляет поиск положения равновесия для дефекта внедрения или замещения при фиксированных атомах кристаллита. Результатом выполнения режима RELAX являются координаты примесей в минимуме потенциальной ямы и потенциальная энергия примесей в ямах (фактически положение дна ям). Режим CTATV осуществляет поиск равновесной атомной конфигурации кристалла с дефектом, фиксированным в заданной точке кристалла. Попеременная (при необходимости) работа RELAX и CTATV позволяет найти минимум энергии кристалла и примесей одновременно.
13. Вывод на печать координат и скоростей атомов с заданными номерами.

14. Чтение состояния кристалла из специального файла.
15. Чтение состояния кристалла и массива траекторий примесей COORD из специального файла. Режимы 14 и 15 необходимы, чтобы продолжить расчеты, которые были ранее отложены.
16. Изменение потенциальной, энергии примесей (используется динамический модуль POTENK).
17. Установка начала отсчета времени.
18. Установка режимов счета. Вводится число динамических циклов NV, номера динамических модулей NUM, периодичность их, вызова MDL:(NUM) и некоторые дополнительные параметры, если они для данного модуля есть. Динамическим модулям присвоены следующие номера NUN: 

21. PRYNT;
22. DYNAMC. Здесь используются дополнительные параметры: IDIOT – указатель периодических граничных условий, ITERM – указатель режима термализации, в котором примеси не движутся и не взаимодействуют с кристаллом, MCCOR – указатель заполнения массива COORD, ICYCL – количество циклов внутри данного модуля, KREPET – отношение шага по времени для атомов кристалла к шагу по времени для примесей;

23. TKINET;
24. TDRAW;
25. POTENK;
26. Запись в специальный файл текущего состояния кристаллита и массива траекторий примесей COORD;
27. Запись в специальный файл только текущего состояния кристаллита; 

28. DISTAN;
29. SPLAV;
30. DISTRB;
31. PROGON;

32. STRLBA;
19. Запуск динамических модулей.
Рассмотрим подробнее основные режимы, которые реализованы в программе MOLCDN.
Генерация решетки
Генерация решетки, то есть задание координат и номеров атомов решетки, производится следующим образом (рис. 3.2). Кристалл условно делится на клетки, которые нумеруются сначала в пределах одной плоскости XY (при заданном Z), затем в другой плоскости XY (при другом Z) и так далее. Количество клеток в микрокристаллите по осям Х, Y и Z обозначается KX, KY, KZ. После задания номеров и размеров клеток задаются номера и координаты атомов в соответствии с типом решетки. Номер клетки I атома обозначается KL(I), номер атома в N-клетке обозначается NА(N). Если известны координаты Х(I), Y(I), Z(I) для I атома, то его номер клетки находится по правилу
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где RX, RY, RZ – размеры одной клетки.
Выделение неподвижной границы
В программе MOLCDN предусмотрены два варианта:
1. С неподвижными границами;
2. С периодическими граничными условиями.
В обоих вариантах первоначальным является выделение неподвижной границы (области 2 на рис. 3.2). Это выделение осуществляется следующим образом. Задаются целые числа JX, JY, JZ – количество клеток по каждой оси в области неподвижной границы (рис. 3.2). Знак номера клетки в неподвижной области меняется на противоположный 
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, что является признаком принадлежности атома, находящегося в этой клетке, к границе.
Скорости атомов в области 2 не вычисляются, их координаты не изменяются во время моделирования (при использовании режима с неподвижной границей) либо изменяются в соответствии с периодическими граничными условиями.
При работе со свободной границей выделять граничные атомы не требуется.

Перенумерация атомов решетки
В большинстве молекулярной динамических программ, моделирующих свойства кристаллов, используется следующий алгоритм работы с атомами:
· последовательно перебираются номера клеток;
· если клетка пустая (в ней нет атома), осуществляется переход к номеру следующей клетки;
· если клетка содержит атом (номер атома I определяется по номеру клетки N с помощью массива NA: 
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), необходимо проверить, является ли атом I подвижным или неподвижным. В первом случае вычисляется изменение его координаты и скорости, во втором – только его воздействие на соседние подвижные атомы.
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Рис. 3.2. Выделение неподвижной границы
Такая схема оправдана, например, при моделировании радиационных повреждений кристаллов, когда окружение каждого атома меняется достаточно быстро. Для задачи диффузии примесей в кристалле, где подвижными частицами (в смысле больших смещений из первоначальных положений) являются только примеси, более приемлемой (в смысле повышения быстродействия) является следующая схема:
· производится замена первоначально заданных номеров атомов таким образом, чтобы сначала следовали примеси (их номера от 1 до NS1), затем подвижные атомы решетки (их номера от NS1+1 до NMOB) и, наконец, неподвижные атомы решетки (номера от NMOB+1 до NSG);
· для подвижных атомов решетки составляется список ближайших соседей, который остается неизменным в течение либо всего времени моделирования, либо достаточно продолжительного времени (соседями подвижных атомов могут быть как подвижные, так и неподвижные (то есть принадлежащие к границе) атомы решетки);
· последовательно перебираются номера подвижных атомов, вычисляются изменения их скоростей и координат. Алгоритм перенумерации имеет вид:
J=0

DO 1 I=1, NSI

J=J+1

X(J)=XNO(I)

Y(J)=YNO(I)

Z(J)=ZNO(I)

1. CONTINUE

N1=NS1+1

DO 2 I=N1, NSG

IF(KL(I):LE.0)GOTO2

J=J+1

X(J)=XNO(I)

Y(J)=YNO(I)

Z(J)=ZNO(I)

2. CONTINUE

NMOB=J

DO 3 I=NI, NSG

IF(KL(I):LE.0)GOTO3

J=J+1

X(J)=XNO(I)

Y(J)=YNO(I)

Z(J)=ZNO(I)

3. CONTINUE

Использованные обозначения: NSI – количество примесей; NSG – полное количество атомов (решетка
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примеси); NNOB – количество подвижных атомов (включая примеси); 
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[image: image56.wmf](

)

KLI0

=

, атом I удален из кристалла (на его месте образуется вакансия); XNO, YNO, ZNO, Х, Y, Z – координаты атомов до и после перенумерации. 

Заполнение массива ближайших соседей
Для заполнения массива ближайших соседей LIST используется таблица взаимодействий 
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, с помощью которой легко отыскать номера клеток N, находящихся от данной клетки KLIST на расстоянии, не превышающем радиус обрезания потенциала взаимодействия (расстояния, 
за которым этот потенциал обнуляется и частицы считаются не взаимодействующими друг с другом)
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Поскольку 
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[image: image63.wmf]M1

=

 должен быть исключен при нахождении N.
Массив ближайших соседей LIST организуется одномерным (более компактный и быстродействующий): сначала в него записываются номера атомов, ближайших к атому номер 1, затем номера атомов, ближайших к атому номер 2, не рассматривая уже атом 1, и т.д. для всех подвижных атомов NMOB. Отличительный признак конца списка соседей данного атома – запись в массив LIST нулевого элемента.
Алгоритм заполнения массива NA имеет вид:
DO 1 I=1, KKL

1. NA(I)=0

DO 2 I=NI, NSG

MX=X(I)/RX

MY=Y(I)/RY

MZ=Z(I)/RZ

N=MX+MY*KX+MZ*KXY

NA(N)=I

2. CONTINUE

здесь KKL=KX*КY*KZ – количество клеток в кристаллите, KXY=KX*KY – количество клеток в одной плоскости XY.
После заполнения массива NA заполняется массив LIST:
J=0

DO 1 I=N1, NMOB

KLIST=KL(I)

C***KLIST – НОМЕР КЛЕТКИ I АТОМА***

DO 2 I=2,JM

NJJ=JJ(M)

5. N=KLIST+NJJ

C***N – НОМЕР КЛЕТКИ, БЛИЖАЙШЕЙ К КЛЕТКЕ KLIST***

IF(N.LE.0)GOTO3

IF(N.GT.KKL)GOTO3

C***КЛЕТОК С N< ИЛИ =0 ИЛИ С N>KKL НЕ СУЩЕСТВУЕТ***

IATOM=NA(I)

C***IATOM – НОМЕР АТОМА В КЛЕТКЕ N***IF(IATOM)3,3,4

C***ЕСЛИ IATOM < ИЛИ =0, ТО КЛЕТКА N – ПУСТАЯ***

4. IF(IATOM.LE.I)GOTO3

C***УЧИТЫВАЮТСЯ ТОЛЬКО СОСЕДИ С НОМЕРАМИ IATOM>1***

J=J+1

LIST(J)=IATOM

3. IF(NJJ.LE.0)GOTO2

NJJ= –NJJGOTO5

2. CONTINUE

J=J+1 LIST(J)=0

С***ПРИЗНАК КОНЦА СПИСКА СОСЕДЕЙ I АТОМА***

1. CONTINUE

Использование массивов NA и JJ приводит к тому, что с увеличением числа подвижных частиц NМОВ время счета увеличивается не квадратичным образом, как должно бы быть при работе с парными потенциалами взаимодействия, а только линейно.
Введение массивов LIST и LIST1 (см. п.1.3.1) в программу MOLCDN дает дополнительное существенное увеличение ее быстродействия.
Релаксация
Для вычисления энергии образования и миграции дефектов квазистатическим методом (методом молекулярной статики) применяются режимы RELAX и CTATV.
Режим RELAX минимизирует энергию примесей внедрения в неподвижной решетке. Минимизация осуществляется посредством движения примесей в сторону уменьшения их энергии с периодическим обнулением скоростей примесей с использованием того же молекулярно-динамического алгоритма. 

Режим CTATV минимизирует энергию кристалла при неподвижных примесях (метод тот же, что и в режиме RELAX). При выполнении режима RELAX печатаются смещения атомов кристаллита из идеальных положений равновесия, координаты и энергия внедрений до и после релаксации. При выполнении режима CTATV печатаются смещения атомов кристаллита из узлов кристаллической решетки, энергия внедрений до и после релаксации, энергия деформации решетки и изменение объема кристалла при внедрении примесей.
Вычисление энергии деформации решетки и объема растворения примесей
После осуществления релаксации решетки можно вычислить энергию ее деформации 
[image: image64.wmf]S
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 и изменение объема кристаллита 
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 при помещении в него одной примеси внедрения (так называемый объем растворения примеси)
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Суммирование по i и j ведется по атомам кристалла, находящимся в сфере заданного радиуса около примеси, 
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 – координаты узлов решетки (идеальные положения), 
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 – координаты атомов кристалла после релаксации, 
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 – потенциал взаимодействия атомов кристалла i и j, 
[image: image71.wmf](

)

pj

Vrr

-

rr

 – потенциал взаимодействия примеси с i-ым атомом кристалла, 
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, B – модуль всестороннего сжатия кристалла. Отметим, что 
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 в (16) учитывает вклад для бесконечного кристалла. Параметр В можно взять из таблиц физических величин.
Периодические граничные условия
Программа MOLCDN позволяет моделировать кристаллит с периодическими граничными условиями. Основной расчетной ячейкой кристаллита, которая транслируется во всех направлениях, считается область 1 (рис. 3.2). Каждый из атомов области 2 является изображением определенного атома области 1 (имеет ту же координату с точностью до периода трансляции). Для установления соответствия между атомами областей 1 и 2 вводится массив IREN: IREN(I)=J, I – номер атома области 2, J – номер атома области 1. Заполнение массива IREN осуществляется следующим образом:

GX1=JX*RX

GY1=JY*RY

GZ1=JZ*RZ

C***GX1,GY1,GZ1 – ЛЕВАЯ ГРАНИЦА ОБЛАСТИ 1***

GX2=(KX – JX)*RX

GY2=(KY – JZ)*RZ

C***GX2,GY2,GZ2 – ПРАВАЯ ГРАНИЦА ОБЛАСТИ 1***

GX3=GX2 – GX1

GY3=GY2 – GY1

GZ3=GZ2 – GZ1

C***GX3,GY3,GZ3 – РАЗМЕРЫ ОБЛАСТИ 1***

N2=NMOB+1

DO 1 I=N2,NSG

XOP=X(I)

IF(X(I).GT.GX2)

XOP=X(I) – GX3

IF(X(I).LT.GX1) XOP=X(I)+GX3

YOP=Y(I)

IF(Y(I).GT.GY2) YOP=Y(I)+GY3

IF(Y(I).LT.GY1) YOP=Y(I)+GY3

ZOP=Z(I)

IF(Z(I).GT.GZ2) ZOP=Z(I)+GZ3

IF(Z(I).LT.GZ1) ZOP=Z(I)+GZ3

MX=XOP/RX

MY=YOP/RY

MZ=ZOP/RZ

N=MX+MY*KX+MZ*KX*KY

I1=NA(N)

IF(I1.LE.0) GOTO 1

IREN(I)=I1

1. CONTINUE

Принцип использования массива IREN для моделирования см. п.1.3.1.
3.2.3.
Динамическая часть программы MOLCDN
Используя различную комбинацию модулей 1 – 9 можно создать начальные условия, соответствующие данной задаче. Решение задачи осуществляется циклическим выполнением набора динамических модулей, основные из которых представлены на рис. 3.1.
В динамической части программы осуществляется изменение во времени координат и скоростей атомов кристалла и примесей в соответствии с выбранной схемой интегрирования уравнений динамики (уравнений Ньютона). Кроме того, здесь производится расчет температуры кристаллита, энергии примесей, запись на магнитный диск состояния задачи в данный момент времени (чтобы иметь возможность продолжить счет) и др. Некоторые модули динамической части описаны ниже.

Интегрирование уравнений движения
«Продвижение» микрокристаллита во времени на один временной шаг производит модуль DYNAMC (10). Это продвижение осуществляется путем решения системы уравнений движения методом центральных разностей. В этом методе начальные условия задаются в виде
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где 
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 – координата и скорость i-го атома металла, 
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 – шаг по времени для атомов кристалла. При данных начальных условиях координата и скорость атома в следующий момент времени вычисляются по формулам
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где 
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 – сила, действующая на i-й атом со стороны остальных атомов в момент времени 
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Ниже приводится несколько вариантов реализации метода центральных разностей для различных граничных условий (алгоритмы приводятся в упрощенном схематическом виде).
1-й вариант. Неподвижная граница.
С учетом некоторых изменений, обусловленных введением перенумерации атомов (см. п. 3.2.1), алгоритм имеет вид, аналогичный

K=1

I=1

1. J=LIST(K)

IF(J.EQ.0) GOTO2

DX=X(J) – X(I)

DY=Y(J) – Y(I)

DZ=Z(J) – Z(I)

R2=DX*DX+DY*DY+DZ*DZ

R22=1/R2

F=R22*R22*(F1+R22*(F2+R22*(F3*R22*(F4+R22*F5))))

FX=F*DX

FY=F*DY

FZ=F*DZ

C***ИЗМЕНЕНИЕ СКОРОСТЕЙ АТОМОВ МЕТАЛЛА***

XB(I)=XB(I)+FX

YB(I)=YB(I)+FY

ZB(I)=ZB(I)+FZ

IF(J.GT.NMOB) GOTO3

XB(J)=XB(J) – FX

YB(J)=YB(J) – FY

ZB(J)=ZB(J) – FZ

3. CONTINUE

K=K+1

GOTO1

2. CONTINUE

K=K+1

I=I+1

IF(I.LE.NMOB) GOTO1

С***ИЗМЕНЕНИЕ КООРДИНАТ АТОМОВ МЕТАЛЛА***

DO 4 I=I, NMOB

X(I)=X(I)+XB(I)

Y(I)=Y(I)+YB(I)

Z(I)=Z(I)+ZB(I)

4. CONTINUE

Использованные обозначения:

F – величина, связанная с силой взаимодействия атомов I и J таким образом, что величины F*DX, F*DY, F*DZ являются соответствующими компонентами этой силы. В программе она представляется в виде
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XB(I) – обозначает комплекс 
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 – компонента скорости, 
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 – шаг интегрирования по времени (то же и для остальных составляющих YB и ZB).
2-й вариант. Периодические граничные условия.
В случае периодических граничных условий к описанному алгоритму добавляется часть

N2=NMOB+1

DO 6 I=N2, NSG

J=IREN(I)

X(J)=X(J)+XB(I)

Y(J)=Y(J)+YB(I)

6. Z(J)=Z(J)+ZB(I)
3-й вариант. Массы примесей сильно отличаются от масс атомов решетки (случай с неподвижными границами).

Если в кристаллическую решетку поместить легкие атомы внедрения, временной шаг интегрирования 
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 для этих атомов должен быть существенно меньше, чем шаг 
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, необходимый для моделирования остальной решетки, а значит, всю систему надо рассчитывать с малым шагом 
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,что крайне нерационально. Эта проблема может быть решена введением двух временных шагов 
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. Кристаллическая решетка моделируется с шагом 
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 по формулам (17), (18), а движение легких примесей – с шагом 
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где 
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 – координата и скорость атома внедрения, 
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 – соотношение временных шагов (обязательно целое число). Если известны начальные условия
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тогда по формулам (19), (20) можно определить координату легкой примеси в следующий момент времени 
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 в момент времени h, совпадающий с моментом времени для атома кристалла 
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[image: image105.wmf]p

I

 повторений (19), (20) координаты атомов решетки считаются неизменными и равными 
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. В то же время движение примеси на интервале времени 0 – h учитывается при вычислении силы 
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 состоит из двух слагаемых – взаимодействие i-атома с остальными атомами кристалла плюс взаимодействие с атомом внедрения
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где 
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 – расстояние между атомом примеси и i-м атомом кристалла в момент времени t. Таким образом, сила, действующая на i-й атом со стороны дефекта, является как бы средней силой, действующей в моменты времени 
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. Под Ф здесь подразумевается любой из возможных потенциалов взаимодействия. Реализация этой схемы позволяет сократить время счета на ЭВМ практически в 
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 раз.
Ниже дан пример реализации такого алгоритма для легких примесей (случай, когда масса примеси значительно больше массы атомов решетки, почти нереален). В примере интегрирование уравнений движения примесей выделено в отдельный цикл (именно он и приведен). Часть, связанная с атомами решетки, аналогична рассмотренному выше.

С***ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПРИМЕСЬ – МЕТАЛЛ***

IREPET=1

KREPET=DTMET/DT

AMJ=AMS1/AMS2*KREPET

С***ЦИКЛ ПО ПРИМЕСЯМ***

1. K=1

I=1

2. J=LIST1(K)

С***I – НОМЕР ПРИМЕСИ, J – НОМЕР АТОМА МЕТАЛЛА***

IF(J.EQ.0) GOTO4

DX=X(J) – X(I)

DY=Y(J) – Y(I)

DZ=Z(J) – Z(I)

R2=DX*R22*(F1+R22*(F2*R22*(F3*R22*(F4+R22*F5))))

C***ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПРИМЕСЬ – МЕТАЛЛ***

FX=F*DX

FY=F*DY

FZ=F*DZ

C***ИЗМЕНЕНИЕ СКОРОСТЕЙ***

XB(I)=XB(I)+FX

YB(I)=YB(I)+FY

ZB(I)=ZB(I)+FZ

С***ИЗМЕНЕНИЕ СКОРОСТЕЙ АТОМОВ МЕТАЛЛА***

IF(J.GT.NMOB)

GOTO 3

XB(I)=XB(I) – FX*AMJ

YB(I)=YB(I) – FY*AMJ

ZB(I)=ZB(I) – FZ*AMJ

3. CONTINUE

K=K+1

GOTO 2

4. CONTINUE

K=K+1

I=I+1

IF (I.LE.NSI) GOTO 2

С***ИЗМЕНЕНИЕ КООРДИНАТ ПРИМЕСЕЙ***

С***КООРДИНАТЫ АТОМОВ МЕТАЛЛА НЕ МЕНЯЮТСЯ***

DO 5 I=1, NSI

X(I)=X(I)+XB(I)

Y(I)=Y(I)+YB(I)

Z(I)=Z(I)+ZB(I)

5. CONTINUE

IREPET=IREPET+1

IF(IREPET.LE.KREPET) GOTO 1

Пояснения к алгоритму. После описанного здесь цикла по примесям, который выполняется KREPET раз (отношение шага по времени для атомов металла DTMET к шагу для примесей DT), один раз выполняется цикл по атомам кристалла (взаимодействие металл – металл); AMS1 и АМS2 – массы атомов примеси и атомов металла, LIST1 – массив номеров атомов металла, ближайших к примесям (массив LIST1 аналогичен по смыслу массиву LIST), NS1 – количество примесей. Особо отметим, что в приведенном алгоритме у атомов металла изменяются только скорости ХВ, YB, ZB, но не координаты Х, Y, Z. Скорости атомов металла меняются на каждом из KREPET шагов в пропорции ANJ к изменению скоростей атомов примеси. Координаты атомов металла меняются один раз. Такая организация счета практически является программной реализацией адиабатического приближения. Это позволяет производить моделирование систем с любым соотношением между массой примесей и массами атомов решетки почти без снижения быстродействия программы.
Аналогичным образом может быть организовано и моделирование многокомпонентных кристаллов, только в этом случае переменные F1 – F5 превращаются в массивы, и вводится специальный массив ITYP, с помощью которого определяется, к какой именно компоненте принадлежит данный атом решетки. 

Специальной проблемой при расчете динамических траекторий атомов является выбор шага интегрирования 
[image: image113.wmf]t
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. Если его взять слишком большим, то накопление погрешностей счета приведет к распаду моделируемой системы. С другой стороны, выбор слишком малой величины шага приводит к неоправданному увеличению времени счета. Оптимальным является максимальный шаг, при котором обеспечивается соблюдение закона сохранения полной энергии системы в течение времени моделирования. Определение оптимального шага в общем случае представляет собой достаточно сложную задачу. При моделировании кристаллов в первом приближении можно использовать в качестве шага интегрирования сороковую часть от характерного времени колебаний атомов решетки (это величина, обратная дебаевской частоте).
Дополнительные модули динамической части
Кроме основного модуля DYMAMC, осуществляющего интегрирование уравнений движения, в программе MOLCDN имеется ряд дополнительных модулей, которые обеспечивают следующие возможности.
PRINT (17) – вывод на печать координат и скоростей примесей в данный момент времени.
POTENK (12) – вычисление температуры кристаллита и температур каждой; его подрешетки в отдельности (если моделируется многокомпонентный кристалл), потенциальной и полной энергии решетки (без учета примесей).
TKINET (11) – определение средней за время моделирования температуры примесей и мгновенных температур для каждой примеси в отдельности, а также потенциальной энергии каждой примеси и их суммарной потенциальной энергии.
TDRAW – дает наглядный рисунок состояния кристаллита в данный момент времени.
RTURN – необходим при расчетах с периодическими граничными условиями. В этом случае может возникнуть движение кристаллита как целого. Модуль периодически обнуляет скорость такого движения и возвращает центр тяжести кристаллита в начало координат (или в другое, заранее указанное пользователем место).
DISTAN – посылка сообщений о том, что одна или несколько примесей недопустимо близко подошли к границе кристаллита или сблизились друг с другом на недопустимое расстояние. Это важно знать при расчетах с неподвижной границей, либо когда не задано взаимодействие «примесь – примесь». Этот модуль оказался особенно полезным при моделировании фазовых переходов в дейтериде палладия для обнаружения сближенных пар атомов дейтерия.
SPLAY (14) – идентификация диффузионных скачков примесей и, по желанию пользователя, также и атомов кристаллита и подсчет числа таких скачков. Сообщение о каждом таком скачке с указанием его времени и номера прыгнувшей частицы выдается на печать, а по желанию и на пульт оператора. По окончании моделирования по формуле
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вычисляется прыжковый коэффициент диффузии. Здесь ni – общее число прыжков частиц i-го сорта, определенное модулем JUMP за время моделирования t, 
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 – длина элементарного прыжка (чаще всего она равна постоянной решетки), N – число таких частиц в кристаллите. Если скачок совершает атом решетки, то после этого производится перезаполнение массивов LIST и NA (массив LIST1 постоянно перезаполняется непосредственно в процессе моделирования). Все это позволяет моделировать не только процессы междоузельной диффузии примесей, но и процессы самодиффузии в кристалле.
DIFUSN (19) – определение коэффициента диффузии примесей по формуле Эйнштейна. В процессе моделирования по желанию пользователя, может заполняться специальный массив COORD, в который через определенное время записываются координаты всех примесей. При моделировании с периодическими граничными условиями массив COORD заполняется таким образом, как будто движение примесей происходит в бесконечном кристалле, то есть если какая-либо примесная частица пересекала несколько раз границу кристаллита, то к ее действительным координатам будут (только для записи в COORD) добавлены соответствующие поправки. После окончания моделирования массив COORD обрабатывается модулем DIFUSN для определения среднеквадратичных смещений каждой примеси и среднеквадратичного смещения для всех примесей как функций времени, печатается также средняя за время моделирования температура каждой примеси. Затем вычисляется коэффициент примесной диффузии в моделируемом кристаллите
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Информация выводятся в виде таблиц и графиков. Наличие в программе модулей JUMP и DIFUSN позволяет определить корреляционный фактор для междоузельной диффузии в данной системе
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где 
[image: image118.wmf]p
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 – прыжковый коэффициент диффузии примесей. Следует помнить, что зависимость (10) носит статистический характер и выполняется только при достаточно больших временах моделирования. На начальном участке зависимость 
[image: image119.wmf](
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 носит существенно нелинейный характер. Характерный вид этой зависимости приведен на рис. 3.3. Поэтому для вычисления коэффициента диффузии по формуле (23) требуется промоделировать достаточно длинные траектории примесей.
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Рис. 3.3. Зависимость среднего квадрата смещений примесей от времени
RFRH – производит сбор необходимой информации, а затем (после окончания основных расчетов) вычисляет радиальную функцию распределения для примесей, а при необходимости и для атомов решетки. Для каждой частицы вычисляется величина
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где 
[image: image122.wmf]W

 – объем, приходящийся на один атом; 
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 – количество атомов кристалла, расположенных в слое расстояний от 
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 до 
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 от выбранного. Затем эти величины усредняются по времени и по всем частицам данного сорта i. Аналогичным образом рассчитывается также и функция распределения потенциальной энергии примесей результаты представляются в графической форме. Характерный вид радиальной функции распределения для водорода в ниобии при различных температурах приведен на рис. 3.4. Максимумы кривых соответствуют наиболее вероятным межатомным расстояниям. По виду радиальных функций распределения можно определить наиболее характерные места локализации примесей в кристалле.
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Рис. 3.4. Радиальные функции распределения «примесь – кристалл» для водорода в ниобии при различных температурах T: 
1. 
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PROGON (15) – определение статического потенциального рельефа для примеси в решетке. В определенные, заданные по желаемому пользователем алгоритму, точки замороженной идеальной или предварительно деформированной нужным образом решетки последовательно помещается примесь и измеряется ее потенциальная энергия. Результат представляется в виде графика. Состояние решетки при этом не изменяется.
STRLBA (16) – определение динамического потенциального рельефа. В заданную точку кристаллита помещается примесь, при необходимости производится релаксация решетки около нее, затем этой примеси сообщается нужная по величине и направлению скорость. В процессе движения примеси определяется ее потенциальная и кинетическая энергия. Решетка в этом случае в начальный момент также имеет нулевую абсолютную температуру, но свободна и на движение примеси реагирует адекватным образом. Результат также представляется в графическом виде.
TVOIS – определение температуры ближайшего окружения примеси.
ТMАХ – определение максимальной кинетической энергии каждой примесной частицы за время моделирования – был создан для исследования фазовых переходов в дейтериде палладия.
В программе MOLCDN предусмотрен также не имеющий названия модуль 20, производящий запись на магнитный диск координат и скоростей всех атомов кристаллита в данный момент времени t, а также модуль 18, записывающий на диск массив COORD, содержащий траектории движения дефектов. Имея эту информацию, можно продолжить моделирование эволюции системы, начиная с времени t, после некоторого перерыва в ее расчете.
ЗАНЯТИЯ 4 – 5.

АДАПТАЦИЯ МЕТОДА МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ МОЛЕКУЛ ГАЗА. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ПЕРЕНОСА
4.1.; 5.1.
Использование метода молекулярной динамики для вычисления кинетических параметров физических систем
Вычисленные методом молекулярной динамики траектории частиц позволяют получить информацию о термодинамических и кинетических свойствах системы путем усреднения по этим траекториям и по времени вдоль траекторий соответствующих функций динамических переменных. Например, вычислив среднюю кинетическую энергию частиц, можно определить температуру системы
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где N – число частиц в системе 
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, 
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 – масса и скорость i-й частицы. Используя теорему вириала Клаузиуса, можно вычислить давление в системе
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где 
[image: image134.wmf]ij
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 – парный потенциал взаимодействия i-й и j-й частиц, 
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r

r

 – расстояние между ними, 
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r

r

 – радиус-вектор i-й частицы, V – объем, занимаемый системой. 

Чаще всего метод молекулярной динамики применяется для определения различных кинетических коэффициентов, например, коэффициентов диффузии, теплопроводности и так далее, для газов, жидкостей и кристаллов. Способы вычисления, например, коэффициентов диффузии примесей в кристаллах, приведены в п. 3.2.3.
При молекулярно-динамических расчетах используется обычно такая система единиц, когда масса измеряется в атомных единицах, длина – в ангстремах, а энергия – в электрон-вольтах. Удобство этой системы состоит в том, что практически все используемые для расчетов параметры – массы молекул, межмолекулярные расстояния, константы потенциалов взаимодействия – будут иметь величину порядка единиц.

Задание 5.

Реализовать программно молекулярно-динамические расчеты методом центральных разностей (методом Эйлера с полушагом) по алгоритму, описанному в пункте 3.1.1. Использовать полученную программу для моделирования лобового столкновения одноатомных молекул, взаимодействующих через посредство потенциала Леннарда – Джонса
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где 
[image: image138.wmf]r

 – расстояние между молекулами. Считать„ что одна из молекул. имеющая массу m1,в начальный момент покоится в начале координат, а вторая, имеющая массу m2 и находящаяся на расстоянии 
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 по оси Х от первой, налетает на нее с единичной скоростью (такое движение можно считать одномерным). Параметры 
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 и 
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 принять равными единице. Вычислить траектории молекул при различных значениях m1 и т2 (рассмотреть, например, случаи, когда
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). Проверить выполнение законов лобового столкновения. Особое, внимание обратить на соблюдение законов сохранения полной энергии и импульса системы, вычисляя их значения на каждом временном шаге
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где 
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 и 
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 – скорости первой и второй молекулы в данный момент времени.
Одной из важнейших характеристик физической системы является ее время релаксации, то есть характерное время установления в ней теплового равновесия. 

Допустим система в начальный момент времени 
[image: image150.wmf]t0
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 находится в неравновесном состоянии, имея температуру Т0. Тогда, если позволить этой системе эволюционировать во времени, ее температура будет стремиться к равновесному значению по закону
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где 
[image: image152.wmf](
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 – температура системы в момент времени t, 
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 – ее равновесное значение, 
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 – время релаксации. Зная кинетику изменения во времени температуры системы, легко вычислить и величину 
[image: image155.wmf]t

. Это можно осуществить методом молекулярной динамики. Рассчитав динамические траектории составляющих систему молекул, в частности, их скорости в каждый момент времени, можно вычислить температуру T(t)
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где N – количество молекул (или других частиц) в системе, 
[image: image157.wmf]i
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 – скорость 
i-й частицы в данный момент времени, т – ее масса. Постоянная Больцмана k в динамической системе отсчета будет равна 
[image: image158.wmf]5
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. Зная функцию T(t), можно рассчитать величины Т0 и t, например, методом наименьших квадратов.
Следует отметить, что закон (27) точно выполняется только для систем, состоящих из очень большого числа молекул N. Для систем же, доступных для моделирования методом молекулярной динамики, он выполняется только в среднем, поскольку в этом случае неизбежно будут сказываться тепловые флуктуации температуры. Для их сглаживания можно использовать вместо самой. величины T(t) ее среднее по времени моделирования значение
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Можно показать, что кинетика изменения T(t) в среднем также подчиняется закону (27) с тем же временем релаксации 
[image: image160.wmf]t

, но тепловые флуктуации будут оказывать на нее существенно меньшее влияние.
Задание 6.

Методом молекулярной динамики измерить время релаксации для однокомпонентного одноатомного газа. Считать, что молекулы газа взаимодействуют через посредство потенциала (26) с единичными параметрами 
[image: image161.wmf]e

 и 
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r

. Рассмотреть 64 молекулы, заключенные в сосуд кубической формы размерами 10x10x10 
[image: image163.wmf]o

A

. Стенки сосуда моделируются следующим образом: как только молекула достигнет одной из границ сосуда, так соответствующая компонента ее скорости меняется на противоположную, что и будет соответствовать ее упругому отражению от стенки. В начальный момент времени молекулы газа разместить в центре сосуда в узлах простой кубической решетки с шагом 
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 и придать им начальные скорости, одинаковые по величине 
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u

, соответствующей произвольно выбранной начальной температуре Т0, 
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где т – масса молекулы, и случайные по направлению. Для определения компонент скорости каждой из молекул сгенерировать три случайных числа 
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 (i — номер молекулы) и считать, что
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Такая конфигурация системы является неравновесной, с течением времени в этой системе должно произойти установление максвелловского распределения по скоростям молекул. В процессе этого часть кинетической энергии молекул будет переходить в потенциальную, а ее температура будет изменяться по закону (27) (если не учитывать флуктуации). Зная скорости молекул на каждом временном шаге, вычислить кинетику изменения температуры газа 
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. Используя численное интегрирование методом трапеций, рассчитать функцию 
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. Используя ее и закон (27), определить равновесное значение температуры 
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 и время релаксации 
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 методом наименьших квадратов. Значения Т0 и т выбрать по своему усмотрению.
Величина времени релаксации напрямую связана с величинами кинетических коэффициентов для данной системы. Рассмотрим для примера диффузию междоузельных примесей в кристаллах. Можно показать, что коэффициент диффузии примесей в этом случае должен быть прямо пропорционален времени релаксации для примесной подсистемы
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где g – множитель, зависящий от геометрии кристаллической решетки, а 
[image: image176.wmf]2
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 – средний квадрат тепловой скорости примесей, вычисленный по их надбарьерным состояниям (то есть по состояниям, когда энергия примеси Е больше высоты потенциального барьера U0, разделяющего соседние междоузлия). Величина 
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 обратно пропорциональна массе примеси т и экспоненциально зависит от температуры кристалла 
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где 
[image: image180.wmf]l

 – некоторый нормировочный множитель. Таким образом, коэффициент диффузии примесей может быть вычислен по формуле
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где с – некоторый фактор, зависящий только от геометрии решетки. Если температура кристалла остается постоянной, то можно записать
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Измерив коэффициент диффузии и время релаксации для какого-либо типа примесей в кристалле, можно рассчитать величину константы, присутствующей в (33). Далее, если необходимо определить коэффициенты диффузия для других примесей в том же кристалле при той же температуре, достаточно узнать только соответствующее время релаксации. Длина динамической траектории примесей, которая необходима для вычисления времени релаксации методом молекулярной динамики, оказывается существенно (в десять и более раз) меньше той, которая необходима для непосредственного расчета коэффициента примесной диффузии с применением формулы (22) или (23).
Приведенный пример показывает, как измерение времен релаксации может в некоторых случаях дать значительную экономию машинного времени при молекулярно-динамических расчетах кинетических коэффициентов.

Задание 7.

Используя программу MOLCDN, рассчитать коэффициент диффузии и время релаксации для дейтерия в кристалле палладия (все необходимые параметры системы приведены в файле) при произвольно выбранной температуре кристалла 
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, используя динамические траектории восьми примесных частиц. Для вычисления коэффициента диффузии использовать (22). Для измерения времени релаксации поместить в кристалл частицы, имеющие нулевую скорость, и проследить за динамикой их разогрева, вычисляя на каждом динамическом шаге величину 
[image: image184.wmf](
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 (при вычислениях рассматривать только примеси), затем из (27) вычислить 
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. В данном случае Т0 будет равно нулю, а 
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 равно 
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. Сравнить время счета, необходимое для вычисления коэффициента диффузии с точностью до второго знака и для вычисления времени релаксации. Измерить времена релаксации для примесей протия и трития в палладии. Зная коэффициент диффузии и время релаксации для дейтерия, используя (33), рассчитать коэффициенты диффузии протия и трития.
ЗАНЯТИЕ 6.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ МЕТОДОМ МОНТЕ – КАРЛО
(МЕТОД СТАТИСТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ)

6.1. Численное интегрирование методами Монте-Карло

Методами Монте – Карло называются вычислительные методы, основанные на использовании генератора случайных чисел. Наряду с методами Симпсона и Рунге-Кутты они широко используются в компьютерном моделировании для интегрирования уравнений движения, в частности, для вычисления определенных интегралов, в особенности, многомерных. Их использование в последнем случае основано на формуле для среднего значения функции на единичном отрезке:
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С другой стороны это среднее может быть приближенно вычислено следующим образом:
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где 
[image: image190.wmf](
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 – набор значений функции  в некоторых N случайно выбранных точках xi, достаточно равномерно распределенных по единичному интервалу. Исходя из этого, может быть получена формула для вычисления определенного интеграла по единичному отрезку методом Монте-Карло:
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Любой определенный интеграл общего вида 
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 всегда может быть приведен к единичному отрезку  путем замены переменной
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Вычисления интегралов методом Монте – Карло обычно производятся следующим образом: берется некоторое случайное число в единичном интервале, используя генератор (обычно это встроенная функция с названием random или подобным тому), и вычисляется значение подынтегральной функции в этой точке, затем генерируется другое случайное число, вычисляется следующее значение функции и суммируется с предыдущим и так далее. Это суммирование продолжается до тех пор, пока не наберется такое количество N точек, которого достаточно для оценки значения интеграла с нужной точностью. После этого рассчитанная сумма делится на N. 

Точность расчетов при этом будет определяться не только количеством точек N, но и свойствами генератора случайных чисел, в частности его спектром и периодом. Недостатками метода является низкая точность и весьма существенная зависимость полученных результатов от качества использованного генератора. Число точек N, в которых требуется вычислять значения подынтегральной функции для достижения нужной точности, как правило, оказывается существенно больше, чем таковое для методов типа Симпсона, а значит, возрастает и время счета. Кроме того, если используется генератор с неравномерным спектром, или если он быстро «зацикливается», то точность, даваемая методами Симпсона, может оказаться для метода Монте – Карло принципиально недостижимой ни при каком N.

Формула (36) может быть легко обобщена для многомерного случая:
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где m – размерность интеграла.

Любой многомерный интеграл с произвольными пределами приводится к виду (38) путем применения преобразования (37) к каждому из его аргументов xj.

Количество точек N, необходимое для вычисления интеграла с заданной точностью существенно не меняется с ростом его размерности, но теперь для расчета одной точки потребуется не одно, а m случайных чисел в единичном интервале, по одному для каждого из аргументов xj. Это означает, что полное количество случайных чисел, необходимое для вычисления интеграла с нужной точностью будет расти приблизительно линейно с увеличением размерности интеграла m. Нетрудно видеть, что для методов типа Симпсона необходимое число точек в этом случае будет расти экспоненциально. Это означает, что, начиная с определенной размерности интеграла m методы Монте – Карло получат преимущество перед методами Симпсона, и это преимущество с дальнейшим увеличением m будет все возрастающим.

В молекулярной физике, например, в кинетической теории газов, возникают задачи, для решения которых требуется вычисление интегралов размерностью в несколько миллионов и выше. Применение методов типа Симпсона для их вычисления оказывается невозможным, поскольку время счета при этом достигает астрономических величин. Использование методов Монте-Карло в этом случае оказывается единственно возможным выходом.

Задание 8.
Реализовать вычисления определенных интегралов методом Монте-Карло по формуле (36). Провести сравнение этой методики с методами типа Симпсона, описанными в разделе 1.2 для линейных, степенных и трансцендентных функций. Сравнить необходимое число точек при заданной точности и точности при заданном числе точек.

Задание 9.
Обобщить полученную программу для вычисления многомерных интегралов по формуле (38). Используя приведение (37) вычислить объем единичной сферы 
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 методом Монте – Карло. Провести аналогичное сравнение с методами типа Симпсона для этого случая. Сделать вывод о тенденциях.
ЗАНЯТИЕ 7.

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО ДЛЯ
ИССЛЕДОВАНИЯ ЯВЛЕНИЙ ПЕРЕНОСА

7.1.
Расчет средних значений для канонического ансамбля методом Монте-Карло
Канонический ансамбль представляет собой некоторую систему, находящуюся в термостате. Термостат – некий объем при фиксированной температуре и 
[image: image196.wmf]TC
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, где NT – число частиц в термостате, а NC – число частиц в системе.  Пусть температура термостата равна Т, тогда температура системы также Т, но по энергии система может флуктуировать.
Микросостояние есть мгновенный «снимок» системы, где мы фиксируем все координаты и скорости частицы.
Вероятность того, что система находится в микросостоянии S с энергией ES, равна
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где Z – статистическая сумма или статистический интеграл, равный
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где М – число микросостояний системы.

Расчет средней величины некоторого параметра системы А производится следующим образом
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Казалось бы, в этой формуле есть все, что необходимо для расчета 
[image: image200.wmf]A

, но на самом деле в ней нет самих микросостояний. 
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 – нормировка (сразу следует из (39) и (40)).
Как рассчитать 
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 для системы многих частиц?

Пусть, например, имеем систему из N частиц, так что
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где 
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 – потенциал взаимодействия частиц системы.
Кинетическая энергия системы, если А не зависит от скоростей, вообще сокращается; если есть часть А, зависящая от скоростей, то она, как правило, вычисляется аналитически, поскольку кинетическая энергия является аддитивной функцией составляющих ее переменных.

Для нахождения 
[image: image205.wmf]A

 методом Монте – Карло можно использовать так называемый алгоритм Метрополиса (1953г.) то есть генерация микросостояний. Его суть: 
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 – сумма по статистическим испытаниям, где каждое микросостояние S генерируется следующим образом:

1. Выбираем начальную конфигурацию частиц системы 
[image: image207.wmf]0
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 (начальные по парные расстояния). Это микросостояние S0. 

2. Вычисляем начальное значение энергии Е0 и величину А0. 
3. Производим пробное изменение конфигурации системы. 

Для этого: берем 1 частицу. Сдвигаем ее в пространстве на 
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 (где 
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, ( – случайное число из [0,1], 
[image: image210.wmf]R

D

= сonst – величина шага движения частиц).

4. Вычисляем значение энергии в новом состоянии Е1.

5. Вычисляем 
[image: image211.wmf]10

EEE

D

=-

.

6. Если 
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, конфигурация S1 принимается. Для  этой конфигураций частицы, вычисляем А1; и это значение А1 будет учитываться в сумме по S при вычислении 
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7. Если 
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, вычисляем так называемую вероятность перехода 
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(в предыдущем случае, когда 
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 очевидно неявно полагалось, что W=1).

8. Генерируем следующее случайное число ( из [0,1].

9. Если 
[image: image217.wmf]W
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, то конфигурация S1 принимается. В противном случае сохраняется начальная конфигурация S0. После этого производится переход к п. 3 и все повторяется многократно.

Очевидно, что при таких переходах система стремится к минимуму энергии ЕS, но к минимуму «в среднем», поскольку конфигурации с возрастанием энергии все таки возможны, но они осуществляются с вероятностью 
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Задание 10.
Моделировать движение молекул однокомпонентного газа, используя алгоритм Метрополиса. Все параметры системы взять такие же, как и для моделирования методом молекулярной динамики (задание 6).
Алгоритм Метрополиса может быть адаптирован для моделирования блуждания каких-либо примесей по кристаллической решетке. Пусть имеется решетка и объект, который блуждает по решетке. Задаются возможные перемещения объекта и вероятность, с которой он блуждает.

В этой задаче предполагаем, что все узлы решетки одинаковы и вероятность скачков в каком-либо направлении равна 
[image: image219.wmf]U
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, где U – высота потенциального барьера, который объекту необходимо преодолеть для перемещения в этом направлении. Число возможных направлений скачков N определяется геометрией решетки.
Рассчитаем коэффициент диффузии методом Монте – Карло

1. Построим решетку,
2. Перенумеруем скачки (Nck – общее количество),
3. Генерируем случайное число (, которое определяет направление скачка в интервале [0,1]

4. Определяем 
[image: image220.wmf]iN
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 и округляем до ближайшего целого, получаем номер направления скачка 

5. Генерируем следующее случайное число ( из [0,1]. Если 
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, совершаем скачок, т.е. координату дефекта изменяем на вектор скачка:
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Повторяя многократно эту процедуру, получаем зависимость R2 от «номера шага», а, следовательно, от времени. По формуле Эйнштейна 
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 вычисляем коэффициент диффузии. Но, поскольку мы не знаем, какое реальное время приходится на один «шаг» алгоритма, и не можем рассчитать его методом Монте – Карло, величина коэффициента диффузии может быть вычислена только с точностью до некоторого постоянного множителя. Если в методе молекулярной динамики мы получали  численное абсолютное значение D, то здесь получается только относительное значение D. Однако методом Монте – Карло можно действительно убедиться, что 
[image: image224.wmf]2
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пропорционально первой степени t.
Задание 11.

Моделировать методом Монте-Карло движение примеси в простой кубической решетке. Величины потенциальных барьеров выбрать произвольно. Вычислить величину относительного коэффициента диффузии.
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